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1. Equivalents

Dans cette section, a désigne soit un nombre réel, soit +oo ou —co. On s’intéresse a des fonctions
qui sont définies « pres de » a, mais pas forcément en a. Autrement dit, elles sont définies sur un
intervalle ouvert contenant a, ou juste a droite (vers a™), ou juste a gauche (vers a~), méme si
la valeur de la fonction en a n’est pas connue ou n’existe pas. On veut comprendre comment la
fonction se comporte quand on se rapproche de a.

Définition 1.0.1 — Voisinage.
— On dit qu’un ensemble V C R est un voisinage d’un réel a s’il contient un intervalle
ouvert centré en a. Cela signifie qu’il existe £ > 0 tel que :

la—t,a+L[CV.

Autrement dit, V contient tous les réels « assez proches de a ».
— On dit que V est un voisinage de oo s’il contient un intervalle de la forme ]A, 4-oo[ pour
un certain A € R. Cela signifie que V contient tous les réels « suffisamment grands ».
— On dit que V est un voisinage de —oo s’il existe A € R tel que |—oo, A[ C V. Cela signifie
que V contient tous les réels « suffisamment petits ».

9 A retenir

Un voisinage contient tous les réels « assez proches » du point considéré (ou « assez grands »
ou « assez petits » pour les infinis).

voisinage de —eo

voisinage de +oo

A voisinage de a A
— R
a
Point considéré Ensemble V Voisinage ? Pourquoi ?

a=1 10.5,1.5] Oui, intervalle centré en 1
a=1 10,2[\{1} Non, car V ne contient pas 1

+o0 11000, +e0[U{0} Oui, contient |A,+oo|

—oo ] —o00,0] Oui, contient | — oo, A[
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1.1 Comparaison de fonctions

Définition 1.1.1 On dit que f est négligeable devant g au voisinage d’un point a (ou en a), s’il
vérifie la propriété suivante :

Ve>0, IVe¥(a),VxeV, |fx)]<elgx)]

Autrement dit, f devient arbitrairement petit par rapport a g quand x est suffisamment proche
de a. On note :

f@)= 0 (g(x) ou f=o(g)

Remarque) Cela revient a dire qu’il existe une fonction €(x) telle que :

f(x)=g(x)e(x) avec lime(x)=0.

xX—a

Proposition 1.1.1 — caractérisation pratique. Soient f et g deux fonctions définies dans un
voisinage de a (sauf peut-tre en a), et supposons que g(x) # 0 quand x est proche de a (sauf
peut-€tre en a). Alors :

¢ A retenir

m Exemple 1.1 Les relations classiques suivantes sont a connaitre :

. x%= o (xﬁ) si et seulement si o < f3.
X—ro0
2. x* = o (xP) siet seulementsi & > B.

x—0
3. f(x) :xga(l) si et seulement si )lclgtllf(x) =0.

x% = o(xP) si & < B quand x — 40

05 1 15 2 25 3 35 4 45 5

En utilisant les caractérisations ci-dessus, on obtient les résultats suivants.
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Proposition 1.1.2 Soient f, g, h, @ et y des fonctions définies dans un voisinage de a, sauf peut-étre
en a. On suppose que g,k et W ne s’annulent pas dans un voisinage de a, sauf peut-étre en a. Soit
AeR.
1. Sif=o(h)etsig=o(h)alors Af+g=o(h).
a a a
2. Si f=o(g) alors fh = o(gh).
a a
3. Sif=o(g) et g =o(y)alors fo = o(gy).

Les résultats suivants, appelés "croissances comparées”, comparent les croissances des fonctions
puissances, logarithme et exponentielle. Ils sont souvent utilisés en pratique.

Proposition 1.1.3 Soit & > 0, B € R.

1. (Inx)P = o (x%).

2. 8= o (e™).

X—>H-o00

1
3. [1nxf? = o (xo‘)

A T’infini, e* croit plus vite que x> qui croit plus vite que /x qui croit plus vite que In(x).

1 P
y:x 54
—y=x
—y=vx | 4]
y:ex ol
—y=In(x)
2,,

p

. /

Démonstration. Montrons tout d’abord que lim,_; ;o 1“7)‘ = 0. Pour cela, une étude de la fonction
x +— Inx — 24/x permet d’obtenir facilement que pour tout x > 1, Inx < 2,/x. On en déduit que

0< me < % et donc lim,_, | o lnTX =0.

. 1
Soit o > 0. Pour tout x > 1, on pose t = x%, eton a T—ax = l“tt/a = 1‘%’. Comme ¢ tend vers oo

= 0 en utilisant ce qui précede.

Inx

quand x tend vers oo, on obtient limy_;  “&

B
Ensuite, pour tout & > 0, 8 > 0, (h;c—ﬁ)ﬁ = (%) — 0 quand x — +o0. (Si B <0, le résultat
est immédiat.)
(Iny)P
ya

Pour démontrer le deuxiéme point, on pose y = e*. Alors jTi = . Comme y tend vers +oo
quand x tend vers +oo, on obtient le résultat cherché.

Pour le dernier point on se raméne au premier en posant y = 1/x. |
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Remarque) De ce résultat, découlent en particulier les majorations suivantes : pour o > 0, B R,

1. pour tout x dans un voisinage de -+, (lnx)ﬁ <x%,
2. pour tout x dans un voisinage de +oo, xP < e,

3. pour tout x dans un voisinage de 0™,

1
B
Inx|P < a

Exercice 1.1 1. Parmi les fonctions suivantes, laquelle a la croissance la plus rapide lorsque
X — 4o0?
O Inx
O xlOO
O e
O x*

2. Quelles affirmations sont vraies ?

1
O lim — = 4o

X—+o X

. @ .
[0 lim — = +oo pour tout entier n
X——oo X

. X
O lim 5=

O lim xInx=0
x—0t

3. Onprend f(x) = x> et g(x) = ¢**. Que vaut lim Lx) ?

x—teo g(x)
00

[ oo
01
[] La limite n’existe pas

4. Soit a > 0. Quelle est la bonne écriture de la relation de négligeabilité entre x* et e*
quand x — +oo?
O x* =o(e")
O e*=o(x%)
O x%~é*
O x*> ¢

5. Parmi les limites suivantes, laquelle est correcte ?
. Inx)?
O lim (o)

X—r+o0 X
X

. € .
[0 lim — = 0 pour tout entier n
x—reo 11!

=0

X
O lim — = +eo

X—>+Fo0 ex2
2
0 hm m =0
6. Vrai ou Faux : si f(x) = o(In(x)) quand x — oo, alors, f(x) " 0
X—r+oo
O Vrai

0 Faux



1.2 Définition %

1.2 Définition
Définition 1.2.1 On dit que f est équivalente a g au voisinage de a et on note f~g ou
a
f(x) ~ g(x) s’il existe une fonction € et V € ¥ '(a) tels que
X—a

VxeV, f(x)=gx)(1+¢&(x)), avec lime(x)=0.

xX—a

Remarque) Avec les notations précédentes, on peut écrire :

f(x) ~ g(x) sietseulementsi f(x) —g(x) = o (g(x)).

Xx—a Xx—a

Proposition 1.2.1 En supposant que f et g ne s’annulent pas dans un voisinage de a, sauf peut-étre
en a, on a la caractérisation suivante :

¢ A retenir

f(x) ~ g(x) siet seulement si lim fx) L
x—a X—a g(x)

s Exemple 1.2 — Equivalent d’un polynéme. Soit
f(x) =ax" +a, X +a,xlt

aveca, #Z0et p <...<n.Alors, lorsque x — 4o, 0on a :
f(x) ~apx".

Autrement dit, un polyndme est équivalent a son terme de plus haut degré.
Preuve. On factorise f(x) par x" :

fx)=x" (an tapx " apox P+ apxpf") .
On en déduit :

f(x):1+ + pog Do,
a,,x” ay ap Qn

Qn1 |  Gn2 _
nxl nxz

Or tous les termes avec x* pour k < 0 tendent vers 0 lorsque x — oo, donc :

fim 7% ¢
x—r+oo q, X"
ce qui signifie que f(x) ~ a,x" lorsque x — +oo. "

1.3 Premiéres propriétés

Proposition 1.3.1 Soit a € R. Pour toutes fonctions f, g et A, la relation ~ vérifie les propriétés
a

suivantes :
L) ~ f(x).
2 f(0) ~ g(0) = g(x) ~ f(x).

3. (100 2,80 et (o) ~ h(x)) = F(2) o h(x).

Xx—a
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Remarque) f(x) ~ Osietseulementsi 3V € ¥ (a),Vx € V, f(x) = 0. Hormis ce cas particulier,
X—a
un équivalent n’est jamais nul.

Quitte a supposer que les fonctions que 1’on consideére n’ont que des zéros isolés, nous nous
placerons dans un intervalle ol les fonctions ne s’annulent pas, sauf peut-€tre en a.

= Exemple 1.3 La fonction x — x> — 1 a des zéros isolés, mais la fonction x — sin(1/x) non. =

Proposition 1.3.2 1. Soit £ € R*. On a f(x) ~ { = li_1>nf(x) =
2. ff;g:> (}g{llg(x) =/ GR:}CIELIJ(X) :€>.

3. f~g=— f et g sont de méme signe au voisinage de a.
a

Démonstration.
(1) Soit/€R*.Ona
1100 o im D 1 tim ) -
(2) Ona f(x) = chggg(x) )

(3) Supposons par exemple g(x) > 0 pour |x —a| < a, avec @ > 0 (les autres cas sont similaires).
Il existe une fonction € définie au voisinage de a telle que

flx)=g(x)+g(x)e(x), avec lime(x)=0.

xX—a

Il existe 0 < n < & tel que si |x —a| <7, alors |e(x)| < 1/2. Ainsi, pour [x—a| <7, ona
fx)>g(x)— @ = g(Tx) > 0. D’ou le résultat.
[ |

Remarque) La réciproque du point (2) est fausse : deux fonctions qui ont la méme hmlte ne sont
pas forcément equ1valentes 11 suffit de considérer les fonctions x — x> et x — x au
voisinage de 0 pour s’en convaincre.

Proposition 1.3.3 Soient f, g définies dans un voisinage de a, sauf peut-étre en a, et ne s’annulant
pas dans un voisinage de a, sauf peut-&tre en a. On suppose que f(x) = o (g(x)) Alors,
xX—a

) +8x) ~ g(x).

Xx—a

Démonstration. 11 suffit d’écrire (f+g) —g = f =o0(g), donc f+g~g. [
a a

1.4 Opérations sur les équivalents
Voici la liste des opérations usuelles « compatibles » avec les équivalents.

Proposition 1.4.1 On considere des fonctions définie dans un voisinage de a, sauf peut-étre en a, et
ne s’annulant pas dans un voisinage de a, sauf peut-étre en a. Alors, on a les propriétés suivantes :

1. Produit:si f~get @~y,alors fo~gy.
a a a
2. Quotient : si f~get @~ y, alors ! ~ é.
a a Qay
3. Composition a droite : si f~getsi lim @(x) =a, alors f(@(x)) ~ g(@(x)).
a X—X0

X—X0
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Démonstration. (1) Ona

fel) _ f(x)
gy(x)  g(x)

(2) Idem.

(3) Comme lim @(x) =a,ona lim
X—rX0

foe) . S0

= lim —— =1 par composition.
=0 g(@(x))  yoag(y)

En revanche, les opérations suivantes ne sont pas compatibles en général :
- I’addition :

fregeto~y #  fro~gty.

- la composition a gauche :

fog A9~ o(g).

Exercice 1.2

1.

Soient f(x) = x>+ 1 et g(x) = —x*> — x. Donner un équivalent de f, de g et de f + g au

voisinage de +-oo.
In(1+x)

. Calculer im ———=.

x—0 X
En déduire un équivalent au voisinage de 0 des fonctions :

— x+—In(1+x),
— x+—1In(1—x),
— x> In(1 —2).
Soient f(x) = x*> +x et g(x) = x>. A-t-on f~,g? A-t-on e/ ~ o, e8?
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Dans certains cas particuliers, la composition a gauche est possible. Le cas de I’addition sera traité
dans le paragraphe sur les développements limités.

Proposition 1.4.2 Soient f, g définies dans un voisinage de a, sauf peut-étre en a, et ne s’ annulant
pas dans un voisinage de a, sauf peut-étre en a. On suppose que f~,g. Alors :
1. Valeur absolue : |f]~,|g|-
2. Puissance : pour tout & > 0, si g est strictement positive au voisinage de a, alors f*~,g
En particulier, \/f ~4 /8.
3. Logarithme, sous conditions :
(@) Silimy_,, f(x) =/¢ € [0,4o0] etsil # 1, alors In f(x) ~y_,Ing(x).
(b) Silimy_, f(x) =1, alors In f(x) ~yq (f(x) — 1).
4. Exponentielle, sous conditions : si lim, 4 (f(x) — g(x)) = 0, alors e/ ~, ., €2,

(04

Démonstration. Les propriétés 1. et 2. s’obtiennent par continuité des fonctions x — |x| et x — x*
en 1.
Pour 3(a) : on écrit

N

s ()
Ing(x)  Ing(x) °

~—

Comme ng; — 1, alors In (gi ) —0etlng(x) = Inf # 0, donc In f(x) ~,Ing(x).
Pour 3(b) : on écrit f(x + (f(x)—1), avec f(x) —1 — 0, donc In f(x) = In(1 + (f(x) —

ef()

es\)

v

Pour 4 : = /W80 4 0 — 1 donc ef ~,ef. [ |

Exercice 1.3 Soit f(x) = vx* +x? + 1. Donner un équivalent de f et de In f au voisinage de
o0, [ ]
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1.5 Application aux calculs de limites 13

Application aux calculs de limites

Les équivalents sont un outil qui peut étre utile pour calculer des limites a priori indéterminées.

14+x2)t
M, au voisinage de a = 0. On a les équivalents
sin(2x)
1

suivants : 14 x> v 1, tanx~x et sin(2x) 342x. Donc f(x) v 2—; = E,et ]lciir(l)f(x) =5 .

= Exemple 1.4 On considére f(x) =

Exercice 1.4 Calculer la limite de f(x) quand x tend vers a dans les différents cas suivants.

1. f(x):eSln;T_l,az—i-OO.
2 fl) = sin(7x) _q
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Exercices

Exercice 1.5 Donner un équivalent des fonctions suivantes en 0 (0" pour k) et en +oo :

1) f:x—=x>+cos?(x), 2)g:xrx>+sin’(x), 3)h:xes ™ —x/2

4)jixe jx) =b+(b+2)x*+(b—1)x, avech € R, 5)k: x> In(x) — /%,

Pour j, discuter suivant le parametre b.

Exercice 1.6 Déterminer, lorsqu’elle existe, la limite en a des fonctions suivantes définies pour
tout réel x :

D A=A o,

) p= ) g,

3) f3(X)=C01:((),:,)x), a=1,

8y A= Q‘&i”ﬁ a=0",
5) fu(x) = ln(x)s;lzl}f))c—l- 1), 4= oo,

6) fe(x)=(m—2x)tanx, a=7,
7) fix) =x(3x —1), a=oe.

Exercice 1.7 Donner un équivalent des fonctions suivantes en 0 (0 pour k) et en +oo :
1) f:x—=x3+cos?(x), 2)g:xrx>+sin’(x), 3)h:xes ™ —x/2
4)jix=b+(b+2)x+(b—1)x°, beR, 5)k:x—In(x)—/x.

Pour j, discuter suivant le parametre b.

Exercice 1.8 Déterminer, lorsqu’elle existe, la limite en a des fonctions suivantes définies pour
tout réel x par :

_ tan(x)(e* - 1)

1) fl(x)_W7 a=0,
In(1—x°

) pl= ) g

1

3) f3(x):cosrz);x)’ a=1,
2Py

4 f4(x):( (arctanx)? , a=07,
Inx—1 1

$) Sl = e

6) fo(x)=(m—2x)tanx, a=7,

7) fr(x) =x(37—1), a=+e.
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Exercice 1.9 Donner un équivalent en 0" des fonctions suivantes :
1. f:x»—>e3x—ex3,
2. g:x— In(sinx),
3. h:x+— In(cosx),
4. w:xr—>ln( sinx )

x2cosx

Exercice 1.10 Déterminer les limites suivantes :

1\ V¥
1. lim <1 +2> 5
X—>—+oo X

a\ X
2. lim (H——) ,aveca € R7,
X

X—>+oo

3. lim (coshx)l/xﬁ, B eR.
x—0

Exercice 1.11 Les trois questions sont indépendantes.
1. Donner un équivalent de la fonction

10 1

X —x+—+2x2+*3

X X

en 0 et en +oo,
2. Déterminer, si elle existe, la limite en O de

(X2 +x)(esinx _ 1)
In(cosx) '

X
3. Déterminer, si elle existe, la limite en +oo de
(2l 3
X )
2x—1

Exercice 1.12 Pour s’entrainer
Soit f: R — R définie par

f) = {\/;csin(ﬁ) six >0,

—y/—xsinh(y/—x) six<0.

1. Déterminer le domaine de définition Zr de f. Montrer que f est de classe € sur .
2. Calculer f'(x) pour x € Zs.

3. EtudeenO:
(a) Montrer que f est prolongeable par continuité en 0. On note encore f ce prolongement.

(b) Etudier la dérivabilité de f en O et éventuellement la continuité de f.






2. Développements limités

Soit I un intervalle de R, ni vide ni réduit a un point, a € I et f : [ — R. On cherche a comparer
f a une fonction polyndmiale dans un voisinage de a.

2.1 Définitions et premiéres propriétés
Définition 2.1.1 Soit n € N. On dit que f admet un développement limité a I’ordre » en a
(DL, en qa) s’il existe un polyndme a coefficients réels P, de degré au plus n et une fonction
€:1 — R tels que, pour tout x € I,

f(x)=P(x—a)+ (x—a)e(x), avec )161_1>1(118(x) =0,
c’est-a-dire
f(x)=Pi(x—a) + o (x—a)").

On définit également la notion de développement limité a ’ordre n en +co. On suppose
que oo est une borne de /. On dit que f admet un développement limité a I’ordre n en oo s’il
existe un polyndme a coefficients réels P, de degré au plus » et une fonction € : I — R tels que,
pour tout x € I,

fx) =P, (i) + <1>n8(x), avec  lim €(x) =0,

x—rtoo

c’est-a-dire

¢ A retenir

L’ordre d’un développement limité se lit sur le reste.

mExemple 2.1 1. f(x)=2x+ 00(x7) estun DL de f en 0.
X—
2. g(x) =x*+ o (x?)estun DL, de g en 0. En effet, x* = o (x?), donc g(x) = o (x?).
x—0 x—0 x—0
3. k(x) =142(x—3)— (x—=3)*+ o, ((x—3)*) estun DLy de k en 3.
x—

2 3 1°
4. 9(x)=2—=-+—=+ o0 — est un DLg de ¢ en —oo.
X X0 xo—e |\ X
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Lorsqu’une fonction définie sur 7\ {a}, avec a € R, admet un développement limité en a, alors,
selon I’ ordre de ce développement limité, on peut déduire des propriétés de régularité de la fonction.

On peut étendre la définition aux fonctions définies seulement sur / \ {a}. Supposons que f admet
un DL en a, ¢’est-a-dire
fx)=ap+ o (1).
xX—a

En faisant tendre x vers a, on obtient lim,_,, f(x) = ap. Ainsi, on peut prolonger f par continuité
en a en posant f(a) = ap. Dans la suite, on supposera donc que f est définie et continue en a. On
supposera également que la fonction € qui apparait dans le développement limité est continue en a
(avec €(a) = 0).

Supposons maintenant que f est continue en a et admet un développement limité a I’ordre 1 en
a, de la forme
f(x)=ap+ai(x—a)+ o (x—a).

X—a

On a vu que ap = f(a). On obtient donc
M:al—i— o (1) —>a.
xX—a x—a x—a
La fonction f est donc dérivable en a, avec f'(a) = a;.
Réciproquement, si f est dérivable en a, alors

f(x) — fla)

X—d Xx—a

f'(a),

d’ou
f@)=fl@)+f(a)x—a)+ o (x—a),

X—a

et f admet un DL, en a.
On en déduit le résultat suivant :

Proposition 2.1.1 Soit f:1+— R, aveca € 1.
1. f admet un DL en a si et seulement si f est continue en a.
2. fadmetun DL en a si et seulement si f est dérivable en a.

Remarque) De la premiere propriété, on déduit par exemple que la fonction In n’admet pas de DL

1

en 0, ou encore que la fonction x — sin ( ;) n’admet pas de DL en 0, et ce, a aucun

ordre.
Attention. Cette propriété ne se généralise pas pour n > 2.

= Exemple 2.2 — DL sans dérivabilité de second ordre. Soit la fonction

1
¥ sin [ — six #0,
f:I—=R, x— X

0 six=0.

Alors, f admet un DL, en 0 mais que f n’est pas deux fois dérivable en 0.
Développement limité d’ordre 2 en 0.

Pour x # 0, on a | f(x)| = |x*sin(1/x)| < |x|3, donc f(x) = o(x*) quand x — 0.

Ainsi, f admet un développement limité d’ordre 2 en 0O, puisque :

F(x) =04 0x+0x* +o(x?).
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Dérivabilité en 0.
Pour x #0,0n a:

Fx) = 32 sm( )—xcos(i)

On calcule la dérivée en O :

— 1
lim ————= f® =10 _ = limx*sin <>
x—0 X x—0 X
Donc f est dérivable en 0, avec f'(0) = 0. Finalement, on a montré :
) = 3x? sm(l)—xcos(%) s%x;éO
0 six=0.

Non dérivabilité de /" en 0.
On étudie :

£()— 1(0) _ f'(x) — 3xsin <1> —cos <1> )

Le terme 3xsin(1/x) tend vers 0, mais cos(1/x) n’a pas de limite (oscillations). Donc la limite de
ce quotient n’existe pas et ' n’est pas dérivable en 0.

Remarque) Ainsi, des qu’une fonction f admet un DL, en a, on peut prolonger f par continuité
en a. Dans la suite, on supposera donc que f est définie et continue en a. On supposera
également que la fonction € qui apparait dans le DL est continue en a, avec

€(a) =lime(x) =0.

xX—a

Théoreme 2.1.2 Si f admet un DL, en a alors le couple (P,, €) est unique. Le polyndme P,
s’appelle la partie principale de f d’ordre n en a, on la note P,(f).

Démonstration. Supposons qu’il existe P,, Q,, deux polyndmes de degré < n et £, & deux fonctions
tels que

{f(x) =PB(x—a)+ (x—a)'e(x), limy,,€&(x)=0,
f(x)=0n(x—a)+ (x—a)"e(x), lim,,&(x)=0.

Par 1’absurde, supposons P, # Q,, et posons

n
xX) = Z crxk.
k=0
Comme P, — O, n’est pas le polyndome nul, il existe un plus petit indice

p =min{k | ¢, # 0}.

On a donc

Py(x) — Ou(x) = i e,
k=p
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et pour tout x € 1,
ki c(x—a)f=(x—a)" (&2(x) —&1(x)).

En simplifiant par (x —a)? pour x # a, on obtient

n

Z ca(x—a)k P =(x—a)"" (&2(x) —&1(x)).

k=p

En faisant tendre x vers a, le membre de droite tend vers O car €;(x) — 0. Le membre de gauche
tend alors vers ¢,. On a donc ¢, = 0, ce qui contredit la définition de p.

Ainsi, on conclut que P, = Q,. Il s’ensuit que & (x) = &(x) pour tout x # a, et comme
81((1) :Sz(a) =0,0onag = &. [ |

Définition 2.1.2 Soit une fonction f admettant un DL, en a de partie principale B,(f). On
appelle valuation de f et on note val(f), la valuation de P,(f), c’est-a-dire la plus petite
puissance de x apparaissant dans le polynéme P, (f).

= Exemple 2.3 Soit f(x) = —x+ x> 4 0,_0(x?). Alors, la partie principale est —x + x> , 1’ordre est
3 et la valuation est 1.

Exercice 2.1 La fonction fj(x) = sin(x) admet le DL sin(x) = x— % I % +0(x°). Quelle est
la valuation de la fonction f(x)?

0 AO

0 B) 1

0o2

D)3

Soit f(x) = ¢ — 1 — x. On considere son développement limité a I’ordre 3 en 0. Quelle est sa
partie principale ?
0 Ayt X i x3
P Il Wl
23 6
X
O B)x*+=—
) x°+ 26
X
0 cC =
o
O D) %—i—%—!—o(ﬁ)

On donne le DL a l’ordre 3 de e* =1 +x+ % + %3 +o(x).

On donne cos(x) = 1— % + ’2‘—1 — %60 +o(x"). Quel est I’ordre de ce développement limité ?
00 A)O
0 B)6
0C)7
0 D)8
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Proposition 2.1.3 Soit / un intervalle symétrique par rapport a 1’origine, f : I — R. On suppose
que f admet un DL, en 0, n > 0.

1. f admet un DL, en 0, pour tout entier p < n.

2. Si f est paire, alors P,(f) ne comporte que des puissances paires.

3. Si f est impaire, alors P,(f) ne comporte que des puissances impaires.

Démonstration. On écrit

f(x) =Py (x) —&—xgo(x”) =apt+ax+...+ax"+ o (x").

x—0

Pour 1., pour tous entiers petktelsque p<netp+1<k<n,ona

+F= o (xP),
x—0

donc
fx)=ao+aix+...+apx’ + o (x).
x—0
Pour 2. (le cas impair est similaire), supposons que f est paire, donc

fx)=f(—x) Vxel

On a aussi

f(x)=PB,(—x)+ o (x").

x—0

Par unicité du développement limité, on obtient
P,(x) =P, (—x) VYxe€l,

ce qui implique que P, ne comporte que des puissances paires. |

Formule de Taylor et Premiers exemples

Les développements limités suivants s’obtiennent directement.
Soit f une fonction polynomiale de la forme

fx) =ao+aix+...+apx”, avecpeN, a,#0.
Alors f admet un DL en O a tout ordre. En effet, si n > p, on prend comme partie principale
P.(f)(x) =ap+aix+...+apx?,
qui est un polyndme de degré < n et le reste est nul. Si n < p, alors
" . P = o (X"
Xanx+.. . +ap?™") x_}()(x )

et on peut donc écrire

fx)=ap+ax+...+ax"+ o (x").

x—0

Finalement, on a

sin>p, festégaleasonDL, enO,
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et si

n<p, f(x)=a+ax+...+ax"+ o (x").
x—0

Pour tout x €] — 1, 1],

n 1— n+1
I+x+x2 4.+t =) A = al
k=0

1—x

avec

On en déduit

1
=l4+x+x>+...+2"+ o (x"),
1—x x—0
et de méme,
! =1—x+— . (=) + o (")
1+x =0

La formule de Taylor-Young, que nous rappelons ici, donne une condition suffisante d’existence.

Théoréme 2.2.1 Soit f: I — R de classe ¢" sur I, avec n € N*. Soit a € I. Alors, f admet un
DL, en a de la forme

/! (n)
1) = f@+F@e-a+ LD a2 gy o (- ap).
2! n! xX—a
1
—1
— COsx — ordre 1: 1
- ordre2:1—%2 ordre4:1—%2+%
7ordre6:1—§+’2‘—1—%
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Démonstration. Nous allons donner une intuition de la preuve inspirée de la vidéo de 3blue1brown :
https://youtu.be/3d6DsjIBzJ47si=ThF1y-kMzTCWQ4vW
Soit f: I +— R, eta € I. Nous cherchons a comprendre un développement limité comme une
approximation de f par un polyndome.
— Un polyndme de degré 0 est une constante. Quelle constante approche f le mieux au voisinage
de a? C’est clair qu’il faut prendre f(a). Et si f est continue, alors, f(x) — f(a) quand
x — a. On peut écrire :

fx) = fla)+f(x) - fla).
—_—
=o(1)
Donc la partie principale est f(a) et me reste est f(x) — f(a).
— Un polynome de degré 1 est une droite, donc d’équation mx + p. Il s’agit de déterminer m et
p de sorte que la droite d’équation y = mx + p approche f le mieux au voisinage de a. Quitte
a changer la paramétrisation de la droite, cherchons une droite de la forme y = m(x —a) + p.

Ceci nous facilitera le calcul suivant. Si cette droite doit approcher f autour de a, alors, on
doit avoir :

f(x) ®m(x—a)+ pcequidonneena: f(a)=p.

Maintenant, si f est dérivable, notez qu’on peut alors déterminer m en dérivant la relation
précédente :

f'(x) ~mce quidonne ena: f'(a) =m.

On a donc trouvé 1’équation y = f’(a)(x —a) + f(a), qui est I’équation de la tangente en a.
On peut maintenant écrire :

f0) = £ (@(x=a)+ @)+ (£() = [ (@) (v~ a) - f(@)),
puisque

W)= F@—a) = fla) _ [0 =1@ g

X—a X—a xX—a

— On peut continuer comme ¢a, un polyndéme du second degré est une parabole, d’équation
y=a(x—a)?+ B(x—a) +7, et nous cherchons encore a déterminer les coefficients. Si cette
parabole doit approcher f en a, en faisant tendre x vers a dans I’équation de la parabole, on
voit qu’il faut prendre ¥ = f(a). Si on dérive 1’équation de la parabole, on trouve :

y=20a(x—a)+p.

Et si cette droite doit approcher f” en a, on doit avoir f’(a) = . Enfin, on peut dériver une
seconde fois pour avoir I’équation

y=2a,
qui doit approcher f” en a, donc on doit bien prendre o = ! 'Nz(a) . On écrit alors
f// a
10 =D () + @) a) + fla) + £x—a).

2

avec e(x—a) = f(x) — (fﬂz(a) (x—a)?+ f'(a)(x — a) + f(a)). Pour vérifier rigoureusement
que £(x — a) est bien o((x —a)?), il faudrait utiliser la formule des accroissements finis.
|


https://youtu.be/3d6DsjIBzJ4?si=ThF1y-kMzTCWQ4vW

24 Chapitre 2. Développements limités

Exercice 2.2 — (Hors programme). On rappelle la formule des accroissements finis (parfois
connue sous le nom de théoréme fondamental de I’analyse) :

F(b)— F(a) = /O] F'(Ab+ (1—A)a)(b—a)dA.

Prouver par récurrence la formule suivante :

1 _ n—1
Y pn=1) 4 F(n)(er,lh)h(n)&dk_

F(x+h):F(x)—|—F’(x)h—|—~--+m A (n—1)!

Pour les fonctions dont les dérivées successives sont simples a calculer, cette formule permet
d’obtenir rapidement leur développement limité. Sinon, on utilisera les théoremes d’opérations que
nous verrons dans le paragraphe suivant.

s Exemple 2.4
1. La fonction exponentielle, de classe ™ sur R, admet un DL a tout ordre en 0. Par la formule
de Taylor-Young, pour tout n € N,

=1+ +x—2+ +£+o(")
C AT T T TS0
et
2 n.,n
_ X (—1)"x
Y= —x+=+... .
e x—i—z!—i— + p +xgo(x)

2. Les fonctions cosinus et sinus, de classe ¥ sur R, admettent un DL a tout ordre en 0. Par la
formule de Taylor-Young, pour tout n € N,

X X" 2n+1
cosx:1—2!+...+(—1) (2n)!+x3>o(x )

3 2n+1

X X
1 = X— — _1 n 2n+2 .
e R S G PO s TR L

Notez bien que pour la fonction cosinus, on a un DL a I’ordre 27+ 1 qui ne comporte que
des puissances paires, tandis que pour la fonction sinus, le DL a I’ordre 2n + 2 ne comporte
que des puissances impaires.
3. Soit a € R. La fonction fy : x — (14 x)%, de classe € sur | — 1, 1], admet un DL a tout
ordre en 0. Par la formule de Taylor-Young, pour tout n € N,
(a—1) , o(oc—1)...(a—n+1)

o __ x n
(I+x) —1—1—ch+72! X ...+ . x +xgo(x").




2.3 Opérations sur les développements limités 25

Exercice 2.3 Ultiliser les développements limités précédent pour en déduire les DL & I’ordre 2
en 0 des fonctions suivantes :

X —X
x—V1+x et chosh(x):%

2.3 Opérations sur les développements limités

Avant de donner les résultats, faisons la remarque suivante. Lorsque 1’on veut étudier une
fonction f au voisinage d’un point a € R, on peut se ramener 2 étudier une fonction auxiliaire
en 0 par un changement de variable. Si a € R, on pose & = x —a. Alors h — 0 lorsque x — a,
f(x) = f(a+h) et on étudie la fonction 7 — f(a+h) au voisinage de 0. Si a = Fco, on pose 7 = 1.
Alors h — 0 lorsque x — a, f(x) = f(%), et on étudie h — f(%) au voisinage de 0.

Dans la suite, nous énoncerons les résultats pour des développements limités au voisinage de 0,

ceux concernant d’autres points s’en déduisent par ces changements de variables.
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Addition et multiplication par une constante

Théoréme 2.3.1 Soit  un intervalle tel que 0 € I ou 0 est une extrémité de 1. Soient n € N et
f,g: I — R deux fonctions admettant un DL,, en 0. Soient A, u € R. Alors A f + ug admet un
DL, en 0 et

Pi(Af+ug) = AP.(f) + 1Pu(g)-

Démonstration. On écrit

fE) =P+ o ("), ) =Pulg))+ o ().

x—0 x—0

Par linéarité et propriété 1.1.2, on obtient

(Af+1g)(x) = (AP(f)(x) + 1Pu(g)(x) + o (x"),

x—0

qui estun DL, de A f + g en 0. Par unicité, on a
Po(Af +ug) = ABy(f) + 1Pu(g).
|

m Exemple 2.5 Les fonctions cosh et sinh, étant de classe % sur R, admettent un DL a tout ordre
en 0 donné pour tout n € N par :

coshx =

X —x 3 x2n+ 1

_ — X S 2n+2
5 =ttt 2 1! +x30(x ).

Notez bien que pour cosh, le DL a I’ordre 2n + 1 ne comporte que des puissances paires tandis que
pour sinh, le DL a I’ordre 2n 4- 2 ne comporte que des puissances impaires. "

. e
sinh x =

2.3.2 Produit

Théoréme 2.3.2 Soit f, g : I — R deux fonctions définies au voisinage de 0 et n € N. Supposons
que f et g admettent un DL, en 0. Alors le produit fg admet un DL, en O et P,(fg) s’obtient en
tronquant a I’ordre n le polynome P, (f) - P,(g)-

Démonstration. Pour tout x € I, on écrit
) = BN +Xe (), limer(x) =0,

g(x) =P,(g)(x) +x"&(x), lime(x)=0.

x—0

—

1) @)Pu(8) (x) +2" [Pa(f) (x)€2(x) + Pa(g) (x)&1 (x) + "1 (x) 2 (x)]
F)x)P(8)(x) +x"&3(x),

avec lim,_,0 &(x) = 0.
Le polynome Q, = B,(f)P,(g) est de degré au plus 2n, et s écrit

—

2n
On(x) = Z crxk.
k=0



2.3 Opérations sur les développements limités 27

On a alors

2n
Z X+ g5(x)
k=n+1

fx)glx) = i ek 4+ x"

k=0

n
= chxk -l—x"84(x),
k=0

avec lim,_,0 &(x) = 0.
Cette derniere expression est un DL, de fg en 0. Par unicité,

P(f2)(0) = Y e
k=0

s Exemple 2.6 Déterminons le DL5 en 0 de la fonction
f x> In(1+x)(sinhx —sinx).

Cette fonction est de classe € sur | — 1,400, donc elle admet un DL de tout ordre en 0.
On sait que

In(1+x) ~ x,
x—0
donc, en multipliant les DL, tous les termes du DL de
sinh x — sinx

seront multipliés au moins par x. Pour obtenir un DLs de f en 0, il suffit donc de partir d’'un DL, de

sinh x — sinx.

On a
3 3
X X
. 4 . 4
sinx=x——+ o (x sinthx=x+—+ o (x
3! xﬁO( )7 3! xﬁO( )7
donc
3 3
X X
. . 4
sinhx—sinx=—+4 0 (x7) ~y_0 —.
3 x—>0( ) 7 3

Ainsi, pour obtenir un DLs de f en 0, il suffit de partir d’un DL, de In(1 +x). On a vu que
In(1+x) = ﬁ+0 (2)
V=4 2 x—0 )

On obtient alors
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Exercice 2.4
1. Déterminer le DL, en O de f: x> /1 —x.
x(shx — sinx)

2. Déterminer le DLs en O de f: x+—
14+x

2.3.3 Composition

Théoréme 2.3.3 Soit I et J deux intervalles tels que 0 € 1,0 € J. Soit f: I —J, g:J > R

deux fonctions et n € N. Supposons que f(0) = 0 et que f et g admettent un DL, en 0. Alors la
composée go f admet un DL, en O et P,(g o f) s’obtient en tronquant a 1’ordre n le polyndme

P(g) o Pu(f)-

Remarque Si £(0) = a alors, pour obtenir le DL, en 0 de go f, il faut composer le DL, de g en
a avec le DL, de fen 0.



2.3 Opérations sur les développements limités 29

Exercice 2.5

1. Déterminer le DL4 en 0 de la fonction x —> 51",
2. Déterminer le DL4 en O de la fonction x —» ¢°5*.

2.3.4 Quotient

Soit f,g : I — R deux fonctions définies au voisinage de 0 et n € N. Supposons que f et g
admettent un DL, en 0. La fonction f/g admet-elle un DL en O et a quel ordre ?

Premier cas : val(g) = 0. Cela signifie que g(0) # 0.

Comme g ne s’annule pas en 0, f/g est définie dans un voisinage de 0 et on peut alors écrire

fO _fe) 1 s —s(0)
glx)  g(0) " 1+h(x) h(x) g(0) x50 0

puis en composant le DL a ’ordre n de & avec celui de T+ HLT et en multipliant par le DL a
I’ordre n de f, on obtient

~

() _ 1

» " 200) (Pa(£) () (1 = Pa(h)(x) + (Pa () (x))* = (Pa() () + -+ 4 (= 1)" (Pa(W) (x))") + 0 ().

x—0

o)
—~
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Second cas : val(g) # 0. Cela signifie que g(0) = 0.
Pour savoir si f/g admet un DL en 0, il faut comparer les valuations de f et g.
— Sival(f) > val(g) = p, on simplifie par x pour se ramener au cas précédent et on obtient
un DL al’ordre n— p de f/g.
— Sival(f) < val(g) alors la limite en 0 de f/g est infinie donc f/g n’admet pas de DL en 0.
m Exemple 2.7 Déterminons le DLs de tan en O.

sinx

Onatanx:@ avec
sin x3+x5+ o ()
mx=x———+— X
31 51 x—0 ’
et
2 4
X X
5
cosx=1——4+—+ o (x7).
21 4! x—>0()
Posons
xz+X4—>O
U= ——-—+—
21 4! x»0

avec u ~ —x*/2 quand x — 0, donc 0, 0(u*) = 0, 0(x*) et x0,0(u?) = 0, _0(x°).
On écrit alors

: 3 5
sinx X X
anx= (x 3 —|—5!> (1—u+u )—I—xgo(x )

¥ox X 2 5
— _—— —_ 1 _—— _— _—
(x 3!+5!) o 4!+< 2!+4!> *5)
o¥oox0 oot x 5
= <x_3!+5!> <1+zz‘4z+4> 30

_ )L3+£ 1+.X72+ﬁ + 0<5)
—\F 3 s 2124 ) TG0

Pour obtenir le DL en a d’un quotient, on cherche toujours a se ramener a une fonction du type

1

T u®)

,avec u(a) =0,
et on compose avec le DL de

_1_ 2 _ o\ .
1—|—u_1 utu —...+(=1)"u —l—ugo(u ).
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Exercice 2.6 Les fonctions

ef—1—x
—_— et x> —
cosx—1 cosx—1
admettent-elles un DL en 0 ? Si oui, le donner a 1’ordre 2. n
Intégration

Théoréme 2.3.4 Soit I un intervalle tel que O € I. Soit f : I — R une fonction continue, n € N.
Supposons que f admet un DL, en 0 du type

f(x)=ao+aix+...+ax"+ o (xX").

x—0
Alors toute primitive F de f sur I admet un DL, | en O de la forme
2 nt1
F(x) =F(0)+aox+ai=+... tan +xgo(x”+1).

NB : La constante d’intégration de la fonction en 0 est nécessairement F (0) par continuité.
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= Exemple 2.8
1. La fonction F : x — In(1 + x) étant de classe €™ sur | — 1,+o0], elle admet un DL a tout
ordre en 0. De plus, pour tout x €] — 1, 4oo[ et tout n € N,

1
=1—x+x2— .+ (=1D)N"+ o (x").

F'(x) =
(X) 1+x x—0

En intégrant ce DL, on obtient

2 3 s e
In(1 =In(1 -+ —=——...+ (-1
soit plus simplement
x2 x3 xn+1
In(l+x)=x—"+= —...+(=1)" K.
n(l4x) =x——+= (=D gt e, 00
2. La fonction Arctan est de classe € sur ] —%, % [, donc elle admet un DL & tout ordre en 0.

De plus, pour tout x € | —%, Z[ et tout n € N,

1
=142 — (D) o ().

!
Arctan’(x) = o2 LA

En intégrant ce DL, on obtient

x3 K2+l
Arctanx = Arctan(0) +x — 3 +...4+(=1)" P +xgo(x2"+2)’
soit
3 K2t
Arctany=x— 4.+ (=1)"7 =7 + o ().

2.3.6 Dérivation

¢ A retenir

En général, il est interdit de dériver un DL.

Il se peut que f admette un DL, en @ mais que f’ n’admette pas de DL, en a. Par exemple,
considérons la fonction

Fixes x+x2sin(xi2) six#£0,
X
0

six=0.

On a f(x) = x+0y0(x), donc f admet un DL; en 0. De plus, f est dérivable sur R* avec

f'(x) =1+ 2xsin (xlz) - %cos <xlz> .

La dérivée f' n’admet donc pas de limite en 0, d’ott /' n’admet pas de DL en 0.
Cependant, si f est de classe €” sur I, n > 1, alors f’ est de classe €' sur I et d’apres la
formule de Taylor-Young, f” admet un DL,,_; en a de la forme

1\ (n—1) a
£ = F @)+ f @ —a) .+ @t (e,

(n—1)! x—a
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Autrement dit,

!/
/ / f(n) (a) n n—1
F@) = f@+f@a-a)+..+ L w—ay ) + o (=),
Dans ce cas, on peut donc dériver le DL, de f pour obtenir le DL, de f’ en a. Cette remarque est
intéressante seulement si le DL,, de f en a n’a pas été obtenu a 1’aide de la formule de Taylor-Young,
¢’est-a-dire en calculant les dérivées successives de f (qui sont aussi celles de ') en a.

Développements limités généralisés

Toutes les fonctions n’admettent pas de développement limité en tout point. On cherche donc a
étendre la gamme des fonctions auxquelles on cherche a comparer une fonction donnée.

Définition 2.4.1 Soit n € N. On dit que f admet un développement limité généralisé a I’ordre
nena (DLG, en a) s’il existe p € N* tel que x — (x —a)” f(x) admette un DL,,, , ena :

(x—a)’f(x) =ap+ai(x—a)+...+ay(x—a)’ +ap 1 (x—a)’*! +...+an+p(x—a)"+p+xga ((x—a)"*P)

flx)= (xﬁoa)l’ + (x_aal)pq +...+ap+ap+1(x—a)—|—...+an+p(x—a)"+xga((x—a)”)

On définit également la notion de développement limité généralisé a I’ordre n en £oo. On
fx)

dit que f admet un DLG,, en £ s’il existe p € N* tel que la fonction x — — admette un
x
DL, , en £oo. On obtient alors

a a "
f(x):aoxp—i—a]xp*l+...+ap+p—ﬂ+...+$+ o <(> )
X X x—>Foo
m Exemple 2.9 On considere

f:x+— xe<-1 au voisinage de +oo.

On cherche un développement limité généralisé a 1’ordre 2 en oo de f. Traitons d’abord 1’exposant.

Ona
2 2 1 2 1 (1\\_2. 2 (1
2—-1 x1-4 x et tl\2)) Tt e l\E )
X

Notez que cet exposant tends vers 0 lorsque x tends vers I’infini. On doit donc considérer un
DL de I’exponentielle en 0. On utilise ensuite le DL d’exponentielle en 0.

¢ N x x3 2x2 6x3  xote \ X3

_ 2,2 10
T T2 ke \ B

On obtient donc

2 10 1
f=xt24 2450+ o () .
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2.5 Applications
2.5.1 Calcul de limites

Comme les équivalents, les développements limités peuvent €tre utiles pour calculer les
limites de formes indéterminées, quand les équivalents ne suffisent pas pour conclure.

Proposition 2.5.1 Soit f : I — R une fonction définie sur I’intervalle I, a € I. Si f admet un DL,
en a et sival(f) = p alors

1) = aplx—a)’ +apa (=) 4.t ane—a)' + o ((x—a)')

Xx—a

avec a, # 0 et

f(0) ~ ap(x—a)’.

In(1+sinx) —t
m Exemple 2.10 Etudier I’existence de la limite en O de x +—> n(l+sinx) — tanx

sinx — tanx
X3 3 x3 3
Onasinx=x——+ o (x’)ettanx=x+—+ o (x°), donc
6  x=0 3 =0
' 3 \ 3
sinx—tanx=——+ o (x’) ~ ——

2 x—0 =0 2

x x?
etIn(1+sinx) =1In (1+x—6+ 0 (x3)> —=x——+ o (x?),donc

x—0 2 x—0
2
In(1+sinx) —tanx ~ ——.
x—=0 2

Ainsi,
In(1+sinx) —tanx  —x*/2 1

sinx—tanx x50 —x3/2  x’
P . In(1+sinx) —tanx . . . In(1+4sinx)—tanx
On en déduit que lim ( - ) n’existe pas, mais lim ( - ) = Hoo, et
x—0 Sinx — tanx x—0F Sinx — tanx
In(1 +sinx) —tanx

lim -
x—0- sinx — tanx

Remarque Comme on ne peut en général pas additionner les équivalents, pour obtenir I’équivalent
d’une somme, il suffit d’écrire le DL. Un équivalent de la somme est alors le
premier terme non nul du DL.

¢ A retenir

On ne somme pas les équivalents, mais on peut sommer les DLs.

2.5.2 Tangente et position relative d’une courbe

Soit f une fonction admettant un développement limité a 'ordre n > 2 en 0 :

f(x) =ap+aix+a® +...+ax"+ o0 (x").

x—0

On rappelle que 1’équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse O est alors donnée
par :

y=f(0)+ f'(0)x = ao +ax.
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Pour étudier la position de la courbe par rapport a sa tangente, on examine le signe de
f(x) — (ao+a;x) au voisinage de 0.

» Exemple 2.11 Soit f(x) = e*"*. Déterminons I’équation de sa tangente en 0 et la position relative
de la courbe par rapport a cette tangente.
On commence par développer :

X
sinx:x—€+m+o(x5),
puis
_ a5 2 .3
flx)=e™ =¢" 6 Tim = 1+x+%—%+0(x3).

On en déduit :

f(0)=1, f'(0)=1, donclatangente en 0 a pour équationy = 1+ x.
La position relative est donnée par :
2 .3
) = (14x) =5 = +o(),
ce qui montre que la courbe est au-dessus de sa tangente pour x proche de 0. "
35
sinx Y
- y=e
_ 257 .
--- tangente y = x+ 1 .-

27 Jangente

05 0.5 1 1.5

Remarque) La courbe peut aussi traverser sa tangente, si le terme dominant change de signe.

A
—  filx) =2x+x*
- - - tangente 77 (x) = 2x
2 + .

A

— fHlx) =2+
- - - tangente T5(x) = 2x

2,,
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2.5.3 Branches infinies et asymptotes

Dans la suite, on note ¢y la courbe représentative de la fonction f :
Cr={(xf(x) [xe Zy}.

Définition 2.5.1 On dit que ¢ admet une branche infinie lorsque I’'une des deux coordonnées
xouy= f(x) tend vers =co.

Pour étudier la forme de ces branches, on cherche souvent a comparer ¢’ a une courbe plus
simple au voisinage de I’infini : une asymptote.

Définition 2.5.2 — Asymptote et Position relative. Soient f et g deux fonctions définies au
voisinage de a (fini ou infini). On dit que €y admet €, pour asymptote au voisinage de a si :
lim (£ (x) — g(x)) = 0.
X—a

— Si f(x) — g(x) > 0 au voisinage de a, alors ¢ est au-dessus de %.
— Si f(x) — g(x) <0 au voisinage de a, alors € est en dessous de G,.

Remarque
— Silim,_,, f(x) = oo, la droite x = a est une asymptote verticale.
— Silimy, 4o f(x) = b € R, la droite y = b est une asymptote horizontale.
— Si f admet un développement limité généralisé a I’infini :

1
f(x):aoxp+a1x1’*1+...+ap+ap7+]+...+al’j+0 ’
X x" X

alors la courbe ¢y admet pour asymptote celle de la fonction polynomiale :

g(x) = apx +ax’ '+ +a,

¢ A retenir

La position relative de f par rapport a g est donnée par le signe du terme dominant dans
f(x)—g(x). Siap1 #0, ce terme est 2.

X

m Exemple 2.12 Déterminer les asymptotes (s’il y en a) de la courbe représentative de

_2x
fx) = e
au voisinage de Z-co.
A I’aide d’un développement asymptotique vu précédemment :

2 10 1
=x4+2+-+— —
flx) =x+2+ cTaa e <x2> ,
donc
2
flx)—(x+2) ~ p — 0.
La droite d’équation y = x+ 2 est donc une asymptote oblique a la courbe au voisinage de
oo,
Comme % > 0 pour x — o0 et < 0 pour x — —oo,0n a :

— (gf est au-dessus de son asymptote pour x — oo,
— % est en dessous pour x — —oo.
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2.6 Exercices

Exercice 2.7 — Test d’assimilation. Sauf mention contraire, n est un entier naturel.
1. Soit f une fonction. Donner la forme du développement limité de f a I’ordre n en a dans les
cas suivants :

(@ a=0
(b) acR*
(c) a=*oo

2. Soit f une fonction vérifiant au voisinage de O :
f(x) =ap+aix+ax®+ o ().
x—0

Que peut-on dire de la continuité, de la dérivabilité, et de 1’existence de la dérivée seconde
de fen0?

Quelles sont les opérations autorisées lors de la manipulation des développements limités ?
4. Soient f et g deux fonctions telles que

»

fx)=apt+ax+...+ax"+ o (x"), gx)=bo+bix+...+bx"+ o (x").
x—0 x—0

(a) Soit A € R. A quel ordre maximal peut-on obtenir un DL de A f + g ? Le donner.

(b) Supposons ag # 0 et by # 0. Mé€me question pour le produit fg.

(c) Supposons ayg = a; = by = b; = by = 0. Méme question pour fg.

(d) Supposons by # 0. Le quotient f/g admet-il un DL en 0? Si oui, a quel ordre maximal ?

Expliquer comment le calculer.
5. Soient
f)=2+x" -+ o (¥°), glx)=x*+2—5x*+ o (x*).
x—0 x—0

(a) A quel ordre maximum peut-on calculer le DL de 4(x) = f(x)/g(x) au voisinage de 0?

(b) Donner ce DL.
6. Soient

fx)=3x—22+ o (x?), glx)=x>—x—x*+ o ().
x—0 x—0

(a) A quel ordre maximum peut-on calculer le DL de A(x) = f(x)g(x) au voisinage de 0?

(b) Donner ce DL.
7. (a) Donner le DL en 0 des trois fonctions usuelles a partir desquelles on peut retrouver tous

les DL classiques.

(b) Expliquer comment retrouver les autres DL a partir de ceux-ci.

8. Soient
f)=1+2x=32+ o (x), gx)=2+3x—1)+4(x—1)>+ o ((x—1)%).
x—0 x—1

(a) Donner I’équation de la tangente de f en O et sa position relative a la courbe.

(b) Méme question pour g en 1.
9. Ecrire un développement limité généralisé en a = 0 a I’ordre n. Méme question en a = oo,

10. Soit

x—rFoo \ X

f(x):2x2+3x—1+§—|— 0 <1>

Donner I’équation de I’asymptote de f en oo ainsi que sa position relative par rapport a la
courbe.
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11. Quel lien existe-t-il entre le développement limité en 0 d’une fonction f et un équivalent de
fen0?
12. Calculer les limites suivantes :
@ f(x) :x(exﬁ . 1>,x—> oo

®) f(x) = (“’;;")) 1, x— 4oo

(©) flx) =5t x — /2

arcsmx sinx

(@) f(x) = Grmr—gans> X — 0
13. Calculer le développement limité a I’ordre 4 en 0 de f(x) = ;ﬁfﬁj

14. Calculer le DL a I’ordre 4 au voisinage de 0 de f(x) = eV,
15. Calculer le DL a I’ordre 2 au voisinage de 2 de g(x) = ¢*In(x—1).
16. Soient a,b € R et

=Vt +axd+1—by/x*—2.

(a) A quelle condition sur b la courbe de f admet-elle une asymptote affine au voisinage
de +-o0?

(b) Pour cette valeur de b, donner I’équation de 1’asymptote en +oo et déterminer, en
fonction de a, la position relative de la courbe de f et de son asymptote.

Exercice 2.8 Soit g une fonction de classe € et a € R. On suppose que g'(a) = 0 et g®)(a) # 0.
1. Ecrire la formule de Taylor-Young 4 I’ordre 3 de g au voisinage de a.
2. En déduire un équivalent en a de g(x) — g(a).

Exercice 2.9 Ecrire les développements limités a I’ordre n au voisinage de a des fonctions

suivantes :
I. ilx)=2+4x+1,a=1,n=0,1,3,5,
2. fr(x) = Smh”a—o n=2,73,
3. filx)=L,a=0,n=4,
4. falx) =g~ a=0,n=2,
5. fsx) =" a=1,n=3,
6. fo(x)= \/l—l—smx a=0,n=2,
7. fi(x) =+/1+coshx,a=0,n=4,
8. fa(x)=(1+4+2x)"* a=0,n=2
9. fo(x) =cos(e*),a=0,n=3.

Exercice 2.10 Soit f: R — R admettant le développement limité au voisinage de 1 :
f)=14+2(x—1)—4(x—1)*+o((x—1)?).

1. Quelle est I’équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 1?
2. Quelle est la position relative de la courbe et de sa tangente au voisinage de 17
3. Tracer I’allure de la courbe au voisinage de 1.

Exercice 2.11 Soient f et g deux fonctions définies au voisinage de 0, avec développements
limités :

fx)=2x+38 +o(x*), gx)=x*—x*+o(x).

1. A quel ordre peut-on écrire le développement limité du produit 2 = fgen 0?
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2. Ecrire ce développement limité.

Exercice 2.12 Déterminer les limites suivantes :

.1 —cosx+In(cosx)
1
) M :
sinhx — xcoshx

m
x—0 x(l +X—€x)

3) LHP x<<1+i) —e>,

arcsinx __ esinx

m--—-——————-.
x—0 earctanx — etanx

i

Exercice 2.13
1. Ecrire les développements limités en 1 a I’ordre 3 de :

f)=Vx  glx)=e"
2. Donner le développement limité & I’ordre 3 en tout point xy € (0,7) de

h(x) = In(sinx).

En déduire le développement limité a 1’ordre 3 en 7.

Exercice 2.14
1. Donner le développement généralisé en +oo a I’ordre 3 de

) = X +2

x—1"

En déduire les branches infinies de la courbe de f.
2. Donner le développement généralisé en O a I’ordre 2 de

COoSsx

g(x) = m

En déduire 1’équation d’une asymptote a la courbe de g en 0 ainsi que la position relative des

deux courbes.

Exercice 2.15 Etudier les branches infinies de la courbe %’ r ol

f)=vVxt—x34+x—1—-(x+1)Va2+1.

Exercice 2.16 Pour s’entrainer

1. Soient a,b,c € R.
(a) Calculer le développement limité d’ordre 3 en O de la fonction

fi(x) = cosx+sinx —a — bIn(1 +x) + csin®x.

(b) Déterminer selon les valeurs de a, b, ¢ la limite

lim filx) .

x—0 x2
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2. Déterminer le développement limité a I’ordre 4 en 4o de

Vit tx+1

x2

flx) =
3. Etudier les branches infinies de la courbe définie par

g(x)

X
T

(On écrira le développement limité a I’ordre 3 en 4o de x — ﬁ.)

Exercice 2.17 Pour aller plus loin
Déterminer les réels a, b tels que la fonction

soit au voisinage de 0 un infiniment petit d’ordre maximal. Donner dans ce cas un équivalent de f
en 0.



3. Déterminants

3.1 Déterminant de deux vecteurs en dimension 2

Soit & = (e, e2) une base de E, un espace vectoriel de dimension 2. Soient U et V deux vecteurs
de E. On appelle déterminant de U et V, noté det(U,V), I’aire orientée du parallélogramme défini
par les vecteurs U et V dans la base &.

y

<

sens positif

]

FIGURE 3.1 — Aire orientée du parallélogramme défini par les vecteurs UetV

Proposition 3.1.1 Soient U, V et W trois vecteurs de E.
1. detg(el,ez) =1.
2. Le couple (U, V) est libre si et seulement si detg (U, V) # 0.
3. Pourtous réels a et B, ona:

detg(aU,V) = adete(U,V), detg(U,BV) =P dete(U,V).
4. Linéarité :
dete(U,V+W)=detg(U,V)+detg(U,W), dete(U+W,V)=dete(U,V)+dete(W,V).
5. Antisymétrie :
detg(V,U) = —detg(U,V).

= Exemple 3.1 — Présentation du calcul d’'un déterminant 2 x 2.

Soient U = uje| +uzep et V.=vjej +vaey. On va calculer detg (U, V) a I’aide de la bilinéarité :

detg(U,V) = detg(ulel+u2e2,v1e1+v2e2)
= ujvidetg(er,e;) +ujvadetgs(er,er) +upvidetg(ea,er) +vividetg(er,en).
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L’aire des parallélogrammes ej,e; et ez, e est nulle. De plus, en utilisant I’antisymétrie, on a
detg(e2,e1) = —detg(er,e2). Enfin, par définition, dets(e1,e2) = 1. Finalement, on a

detg(U, V) = ujvy — usvi.

|

. u A4
SiU=ue; +ure; = (l/tl) etV =vie| +wmey = <v1),alors
2 2

Ui

detge(U,V) = "
2

Vi
= Uu1vy —usvy.
V2

Déterminant de trois vecteurs en dimension 3

Soit & = (ey,e2,e3) une base d’un espace vectoriel E de dimension 3. Soient U, V et W trois
vecteurs de E. On note S(U,V,W) le volume "orienté" du parallélépipede défini par les vecteurs U,
VetW.

=

]

FIGURE 3.2 — Volume orienté du parallélépipede défini par les vecteurs U, V et W
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Proposition 3.2.1 Soit U,V et W trois vecteurs de E.
1. detg(er,er,e3) = 1.

2. (U,V,W) est libre si et seulement si dete (U,V,W) # 0.
3. detg est une forme 3-linéaire alternée.

4. detg(V,U,W) = —dete(U,V,W) etdete(V,W,U) =dete(U,V,W).
= Exemple 3.2 — Présentation du calcul d’'un déterminant 3 x 3. Posons

U=uje; +uer+uzes, V=viei+ver+vies, W =wie;+wres+wses.

Montrons que

ur 0
d{gt(U,V, 63) =lup vy O|=ujvy—usvy.
7 us v3 1

Ona
dget(U, Vv, 63) = d(gt(ulel +urer +uzes,V, 6’3)

=u dgt(el ,V.e3)+up d(gt(ez, V,e3)+u3 d(gt(e3,V, e3).
De plus,

dgt(el,V, e3) = dget (61,\/161 + e +V3e3,e3)

= d§t<elyelae3) +v d@gt(a,ez,es) +v3 dgt(€1,€37€3)
=V,

et

d(‘j;t(@’ V,e3) =v; dget(ez, er,e3) +12 déaet(ez, e2,e3) +v3 dget(ez, e3,e3)
= —Vi.
Ainsi,

dgt(U,V, e3) = uvy —upvy .

De méme, on montre que
up 0 wyp 1 vi w
uy 1 wo|=uw3—usw; et

Vo W2 = VW3 —V3iwp.
uz 0 ws 0

vy W3
Au final, si on pose

U=uie; +urey+uzes, V =viei+wey+vies, W =wie; +wrer+wses,

alors

up vi wig

dgt(U’V’W) = Uy V) Wy| = UIVaW3+ UVIW] + U3VIW2 — UVIW3 — UIV3W) — U3VIW] .

us vy ws
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Remargue) On peut grouper les termes par rapport a la premiere colone :

up vy wi
U vy wa| = UIVoW3 + Upvaw + Uzviwy — upviwsz — u1vV3wy — uzvowg
us vy ws

= Ul (V2W3 — V3W2) — uz(V1W3 — V3W1) + u3(v1w2 — Vzwl)
Vo Wp
vy W3

V1
V3

Vi w1
V2 wa

wi
+u3
w3

On peut également faire de méme par rapport a la premiere ligne :

ur vi wip
up vo wal = UIVaW3 + UaV3W + U3V W2 — UpVIW3 — U1 V3W2 — U3VaW]
us vz ws

= Ul (V2W3 — V3W2) — V1 (u2W3 — M3W2) +wq (u2V3 — Lt3V2)
U v
uz vj3

Uy w
2 2 +w
u3 3

¢ A retenir

Le déterminant se calcule de fagon récursive. On peut calculer un déterminant d’une matrice
n x n al’aide de n déterminants de taille (n —1) x (n—1).

Exercice 3.1
1. Quel est le déterminant de la matrice < 2 5)

-1 3
013
O 11
0 17
g7

2. La matrice (; g) a un déterminant égal a :

Oo0Ooo
SN =

3. SoitA = . Alors son déterminant vaut

S O =
S =N
[ \OJE OV ]

Ooogo
A= 0N

a un déterminant nul.

w O\ W

1 2
4. Lamatrice | 4 5
1 2

O Vrai
J Faux
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3.3 Déterminant de n vecteurs en dimension n

Soit & = (ey, ez, -+ ,e,) une base de E, un espace vectoriel de dimension n. Soit Vi, V5, ---,V,
n vecteurs de E. On démontre que I’ensemble des formes n-linéaires alternées sur E est un espace
vectoriel de dimension 1. On appelle déterminant et on note dets la forme n-linéaire alternée sur
E qui prend la valeur 1 en (ey,e,- ,e,).

Proposition 3.3.1
1. dets est une forme n-linéaire alternée.
2. detg(ey, e, ,en) = 1.
3. (V1,Va,---,V,) est libre si et seulement si detg(Vy,Va,---,V,) #0.
n

4. Sipourtout j € {1,2,---,n},V; = Zaijei avec tous les g;; dans R, alors
i=1

det(V, V2, V) = Y. e(0)asunacp) - domms

cES,

ou S, est le groupe des permutations de I’ensemble {1,2,--- ,n}.

3.4 Déterminant d’'une matrice carrée d’ordre n

Définition 3.4.1 Soit A € .#,(R), I’ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans
R. On note g;; ses coefficients. On appelle déterminant de la matrice A le scalaire défini par :

detA = Y €(0)ag(1)14602)2 " o(mn = det(C1, G-, o), (3.1)

oES,

ou les C; sont les colonnes de A. On note :

ayl ... QA ay ... Qaip

ay ... dyy ayy ... dyy
pour A= | . .| e #4,(R), alors detA=]| . CleR.

apl ... App apl ... Ay

Proposition 3.4.1 Le déterminant de A est une forme n-linéaire alternée par rapport aux colonnes
de A. En conséquence :
1. Echanger deux colonnes de la matrice A change le signe du déterminant.

2. Ajouter a une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes ne modifie pas le
déterminant.

3. Pour tout A € R, on a det(AA) = A" detA.

Théoréme 3.4.2 Pour tout A € .#,(R), on a det(*A) = detA.

Conséquence immédiate de ce théoreme :

Proposition 3.4.3 Le déterminant de A est une forme n-linéaire par rapport aux lignes de A, donc :
1. Echanger deux lignes de la matrice A change le signe du déterminant.
2. Ajouter a une ligne une combinaison linéaire des autres lignes ne modifie pas le déterminant.

s Exemple 3.3 On va calculer le déterminant de la matrice suivante.
2 3 4

1
1
A_O
4

L) i
[\ T S
—_ W
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On note les lignes :
Li=(1,2,3,4), L,=(1,1,1,1), Ly=(0, 1, 2, 3)

Et on remarque que L; = L, + L3. On peut conclure que detA = 0 par la proposition 3.3.1, puis-
qu’alors, les lignes forment une famille liée. Sinon, on peut faire un calcul explicite. Comme on ne
change pas la valeur du déterminant en ajoutant des combinaison linéaires des autres lignes, on fait
I’opération

Li+— L —L,— L3

ce qui donne

1 234 10000
L1111 11
detA=1g 1 5 3/=lo 1 2 3/=°
4321 |43 21

en utilisant la formule récursive discutée en remarque plus haut.

Développement d’un déterminant suivant une ligne ou une colonne

En utilisant la définition 3.4.1 et le caractére alterné du déterminant, on montre le résultat
suivant :

Lemme 3.5.1 Soit A une matrice dont la colonne j ne contient que des 0 sauf un 1 situé sur la
ligne i. Alors :

aip 0 arj1 0 a0 an
ai—11 0 ai-1j-1 0 a1y o Gicig
detA = | an - aij1 1 ajjp - ain
aiv1,1 0 Giv1j-1 0 @iy o Qivig
anl o Apj—1 0 An,j+1 T Ann

ail e apj-1 ay,j+1 Tt dlp

. . a.— e a~7 o a.7 . Y a.— . .
_ (_1)L+j i—1,1 i—1,j—1 i—1,j+1 i—1,n :(—1)l+ijtDij,
air1,1 0 it -1 il i+l ikl
dnl o dpj—1 An,j+1 T Ann

ol D;; est la matrice obtenue a partir de A en supprimant la ligne i et la colonne j.

Proposition 3.5.2 — Développement suivant une colonne. Soit A = (a;;)1<i j<n € Mx(K). On
a

detA = Z(—l)iJrinjaij,
i=1

ol A;; est le déterminant de la matrice obtenue a partir de A en enlevant la i€ ligne et la jome
colonne.
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Démonstration. On écrit la matrice A sous la forme

ar e a1 aij aij+1r . Qln
ary T a1 az; ajy1 0 dop
A= ai—1,1 - 4i—1,j—-1 4i—-1,j dji-1,j+1 - di—1n
aip o Gij—1 aij ajj+1 o Qin
ai+1,1 0 Qitlj—1 ditlj Qi+l j+1 0 ditln
anl st Apj—1 anj Ap j+1 nn

On considere la j°™¢ colonne de A :

alj 1 0 0
a; 0 1 0
.] :alj . —|—a2j . +"'+anj .
anj 0 0 1

Puisque det est linéaire par rapport aux colonnes de A, on a

ap - arj1 0 a0 an

ay - azj1 0 axjy - a,

< ai—11 0 ai-1j-1 0 a1 @i
detA = Y ajpdet | 4 1= Lt =L
= ay 0 a1 a0 ap

aiv1,1 0 Giv1j-1 0 @iy iy o Gipig

anl Tt Qpj—1 0 An,j+1 Tt Opn

En appliquant le lemme sur la colonne avec un seul 1 (ligne i, colonne j), on obtient

n
detA = Z(*l)l—ﬂal‘jAlj.

i=1

Proposition 3.5.3 — Développement suivant une ligne. Soit A = (a;j)1<i j<n € M,(K). En

développant suivant la ligne i, on obtient :

n
detA = Z (—1)l+-’A,~ja,~j,
=1

oll A;; est le déterminant de la matrice obtenue 2 partir de A en enlevant la ™ ligne et la

colonne.

‘eme
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Exercice 3.2 Calculer de deux manieres différentes le déterminant
-2 4 1-4

A=| O 1-2 2
1-1 2 0

Théoreme 3.5.4 — Déterminant des matrices triangulaires supérieures. Soit A = (a;;) €
M, (K) une matrice triangulaire supérieure, c’est-a-dire que

ap a2 - aln—1 din
0 axn -+ au any
A=
0 0 vt Ap—1pn—1 An-1pn
0 0o --- 0 Ann
Alors
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Corollaire 3.5.5 — Cas des matrices diagonales. Si

A= 0 2,2 . : ’
0 0 A,
alors
detA = H;L,
i=1

Théoréeme 3.5.6 Pour tous A,B € M,,(K), on a

det(BA) = det(AB) = (detA) x (detB).

Attention : En général, on n’a pas

det(A + B) = detA +detB.

Théoréme 3.5.7 Soit A € 4, (K).
A est inversible <> detA # 0.

De plus, si A est inversible, alors

detA™ ' = ——.
© detA

I Corollaire 3.5.8 Deux matrices semblables ont le méme déterminant.

Démonstration. Si A et B sont semblables, il existe une matrice inversible P telle que B = P~'AP.
Donc,

detB = det(P"'AP) = det(P™') - detA - det P = detA,

car det(P~!)-detP = 1. [
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3.6 Exercices

Exercice 3.3 1. Soit A = < 0 1). Calculer detA. La matrice A est-elle semblable a la

-1 2
matrice identité ?

2. Calculer
1 2 3
Ar=12 0 5
36 7

3. Soit dans R* les vecteurs v; = (1,1,—1,0), vo = (—2,0,2,4), v3 = (4,7,0,1) et v4 =
(1,1,1,1).
La famille ¥ = (v{,v2,v3,V4) est-elle une base de R*?

4. Sachant que 255 =15 x 17,357 =21 x 17 et 527 = 31 x 17, montrer que le déterminant

2 55
A=|3 57
5 2 7

est divisible par 17.
5. SoitA € M5,+1(K) telle que ‘A = —A. Calculer detA.

Exercice 3.4 Soit b € R et A, = detB), ol

—-b 0 1 0 1 21 2
0 2—-b O 0 i 1 313
By, = 1 0 »— b 0 et soit 6:2 L0 6
0 1 0 2—b 1 1 1 7

Calculer A, et 6. Donner une condition nécessaire et suffisante sur » pour que la matrice B,
soit inversible.

Exercice 3.5 On se place dans R*. On note %, la base canonique. Soit
vi=(1,-1,0,2), v, =(1,1,1,1), v3=(0,1,2,3).

On pose E = Vect(vy, v, v3).
1. Déterminer le rang de la famille (v, v;,v3).
2. Caractériser les vecteurs v = (x,y,z,¢) de E par un systeme d’équations liant x,y,z et .

Exercice 3.6 Pour m € R, on note f,, : R* — R3 I’application linéaire dont la matrice relativement
aux bases canoniques est

m 2 —1 3m
Apn=13 0 1 -4
5 4 -1 2
1. Montrer que rg(f,,) > 2.
2. (a) Calculer les déterminants
m 2 -1 2 —1 3m
D,=13 0 1 et A,=10 1 —4.
5 4 —1 4 -1 2

(b) En déduire qu’il existe mo € R tel que rg(f,,) = 2.
(c) Déterminer Im(fn,) et Ker(fim,)-
3. On suppose m = 0. Déterminer rg(fy), Im(fo) et Ker(fp).



4. Réduction des endomorphismes

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur R. On note & = (ey,...,e,) une base de E.
Soit u € L(E). Réduire un endomorphisme, c’est chercher une base de E dans laquelle la matrice
de u est la plus « simple » possible. Le mieux que 1’on puisse espérer est que cette matrice soit

diagonale.
Définition 4.0.1 Un endomorphisme u de E est diagonalisable s’il existe une base ¥ =
(vi,...,vn) de E dans laquelle la matrice de u est diagonale.
Supposons qu’une telle base existe, notée ¥ = (vy,...,v,). Alors :
A 0 - 0
Mat(u,¥) = 0 &

P (]
0 --- 0 A,

4.1 Valeurs propres, vecteurs propres

Définition 4.1.1 On appelle valeur propre de u un scalaire A € R tel qu’il existe un vecteur
v € E, non nul, vérifiant

u(v) =Av.

Le vecteur v est appelé vecteur propre de u associé a la valeur propre A.
On appelle spectre de u I’ensemble des valeurs propres de u, que 1’on note

Spec(u).
Proposition 4.1.1 Soit A € K. On définit le sous-espace
E, ={veE |u(v)=Av} =ker(u—Aidg).

Alors :
— E est un sous-espace vectoriel de E.
— Si A € Spec(u), alors E; # {0} et on ’appelle sous-espace propre associé a 4.
— Si A ¢ Spec(u), alors E; = {0}.




52 Chapitre 4. Réduction des endomorphismes

= Exemple 4.1 On considere 1’endomorphisme « de R? dont la matrice dans la base canonique est

7 —12
(1 2)

Pour trouver les valeurs propres, on calcule :

@dA—lhb)::‘7;l _;?AM:U—AX—7—A)+4X12212—1
= A-1)A+1).
Donc les valeurs propres sont —1 et 1. On cherche les sous espace propres en résolvant un systeme.
— Pour —1:
8x—12y=0
(A+DF=0 Y
4x—6y=0
On fait la combinaison linéaire suivante : L, < L, — %Ll pour éliminer x dans la deuxiéme
équation :
8x—12y=0 8x—12y=0 8x—12y=0
| <~ <~
4x—6y—5(8x—12y) =0—-0 4x—6y—4x+6y=0 0=0

11 reste donc :

3 3
Bqx—12y=0 < X=5, doncE_leect{(%>}:Vect{(g)}

— Pour 1:
6x—12y=0
(A-Di=0 R
4x—8y =0
On fait la combinaison linéaire suivante : Ly <+ L, — %Ll pour éliminer x dans la deuxieéme
équation :
6x—12y=0 6x—12y=0 6x—12y=0
2 <~ <
4x—8y—5(6x—12y) =0—-0 4x—8y—4x+8y=0 0=0

La deuxieme équation disparait, il reste donc :

6x—12y=0 <+= x=2y, doncE; :Vect{<?>}
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Pour trouver les valeurs propres de A, on résout

det(A—Ald,) =0.
Pour chaque racines A;, on trouve les vecteurs propres en résolvant le systéme

AX— A% =0.

Exercice 4.1 1. Soit la matrice A = <(3) ;) . Quelles sont les valeurs propres de A ?
0 3et2
O Set—1
O Oetl

O 3 uniquement
2. Pour la méme matrice A, quel est un vecteur propre associé a la valeur propre 3 ?
0 1
0
0
> ()
1
> ()
3
> ()
3. Si V est un vecteur propre associé a la valeur propre A = 0, que peut-on en conclure sur la
matrice A ?
L1 A est inversible.
O A n’est pas inversible.

0 A=0.
[] A est symétrique.

4. Soit B= (3 ;) . quel est son polyndme caractéristique ?
O A2—72+10
O A2+71+10
O A2 —51+6
O A2-31+2

5. Pour la matrice B ci dessus, ses vecteurs propres sont
o (1) ()
1 1
2 2
o (5) ()
(3)(5)
2

et

O] Ol
DO =
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Théoréeme 4.1.2 Soit u € L(E) avec Spec(u) = {A1,A2,---,A,}, les A; étant deux a deux dis-

tincts.
u est diagonalisable <= il existe une base de E formée de vecteurs propres de u

— E=E, @Elg@”'@Elp-

Démonstration. u est diagonalisable est équivalent a il existe une base de E formée de
vecteurs propres de u .

= : si u est diagonalisable, alors il existe une base ¥ = (vy,...,v,) de E telle que
B 0 - 0 0
0o B . 0
A=mat(u,?)=| . - - 0 ]
0 - 0 Bu1 O
0 0 -~ 0 B,

ou fB; € R. Ainsi, pour tout i, v; est un vecteur propre de u car u(v;) = Bv;.

< : Soit ¥ = (vi,...,v,) une base de E formée de vecteurs propres de u. Ainsi, pour tout
i=1..n,0onau(v;) = P;v; avec f; € Spec(u). On a alors

Bp 0 -~ 0 0
0 ﬁz 0
A=mat(u,?)=1| . - 0 :
0 - 0 By O
0 0 - 0 B,

u est diagonalisable <= E=E; ©FE;,®---GE),.
= : si u est diagonalisable, alors il existe une base ¥ de E formée de vecteurs propres de u.
Quitte a les renuméroter, on a

(1 1 2 2 V4 14
V= (VI5V25 Vs Vi o Vags o5 V1 o5 Var, )

ou v; est un vecteur propre associé a A;.

Comme 7 est une base de E, alors pour tout x € E, 3 !xﬂ- € Ktel que

X=XV] XYy e Xy Ve XV e X, Ve, XDV bl v

-~ -~

€k »2€Ey, yp€Ey,
Ainsi,

E :Ell @EAZ@"-@E%?.

@ A retenir

On rappelle que deux sous espaces vectoriels U et V de E sont en somme direct si et seulement
si la concaténation de leur bases forme une base de E.
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Théoréme 4.1.3
Soit A; et A, deux valeurs propres distinctes de u. Alors

E;Ll ﬁEflz = {OE}v

c’est-a-dire £, D Ey,.

On démontre de la méme maniere que si A, ---,A, sont p valeurs propres distinctes deux a
deux alors

Ell @EM@"'@EM'

Conséquences immédiates :
1. u possede au maximum n valeurs propres.
2. Si u possede n valeurs propres distinctes avec n = dimE, alors u est diagonalisable.

4.2 Recherche des valeurs propres et des vecteurs propres

Théoreme 4.2.1 A € Spec(u) <= det(u — Ald) = 0 <= det(A — A1,) = 0.

Définition 4.2.1 — Polynéme caractéristique.
Soit u € L(E). Soit A = mat(u, &’). On définit la fonction polynomiale P, (x) par

P,(x) = det(u —xId) = det(A —xI,,).
Cette fonction est un polyndme de degré n (ou dimE = n), qui s’écrit sous la forme :
Py(x) = (=1)"x"+ (=1)" tr(A)x" T+ 4 det(A),

outr(A) =Y ,a; désigne la trace de A.
Ce polyndéme est appelé le polyndme caractéristique de A.

Démonstration. Pour tout x € R, on a

ayp —x arn ain
azy ay —Xx - arp
A—xl, =
anl an2 o App — X

Le déterminant s’écrit alors :

Py (x) = det(A —xI,) = ﬁ(aii —X)+ On2(x),

i=1

ou O, est un polyndéme de degré au plus n — 2.
En développant le produit, on obtient :

Pa(x) = (—1)"%" 4+ (=1)"" X" Nai +an+- +dum) + Ry—a(x),
avec R,_» € R, _»[x]. Le terme constant de P4 est donné par

PA(0) = det(A —0-1,) = det(A).
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On a donc la forme générale

Pi(x) = (= 1)+ (=1)" Ttr(A)x" T - - 4 det(A).

Exercice 4.2 Calculer et factoriser le polyndme caractéristique Pp de la matrice

On obtient

Pg(x) = —x° =3x* +4 = (1 —x)(x+2)*.
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Théoréme 4.2.2 Deux matrices semblables ont le méme polynome caractéristique.
Par conséquent, si u € L(E), on définit le polyndme caractéristique de u par P, = P4, ot A est la
matrice de u dans une base quelconque de E.

Démonstration. En effet si A’ = P~'AP alors :

det(A’ — xI,,) = det(P~'AP — xP~'P) = det(P~ ') det(A — xI,,) det(P) = det(A — xI,).

ATTENTION : La réciproque est fausse en général.

En résumé, on a donc le :

Théoreme 4.2.3 Les valeurs propres de u sont les racines dans R de P,. Si P, est scindé sur R
(c’est-a-dire toutes ses racines sont dans R), alors, si dimE =n,on a :

1. u a exactement n valeurs propres, distinctes ou non.

2. La somme des valeurs propres vaut tr(A).

3. Le produit des valeurs propres vaut det(A).

Définition 4.2.2 Soit A € Spec(u). On appelle multiplicité de la valeur propre A 1’ordre de
multiplicité de A en tant que racine de P,. On la note m;.

Théoréme 4.2.4 Si A est une valeur propre de u de multiplicité m, , alors

1< dimE;L < my .

Démonstration. A € Spec(u), donc E; # {Og} etdimE) > 1.

Supposons que dimE,; = m et considérons (vi,---,v,) une base de E, . Par le théoréme de
la base incomplete, il existe des vecteurs {wy, 1, ,w, } tels que & = (vi, -+, Vi, W1, -+ , W)
soit une base de E.

La matrice de u dans cette base est :

A 0 O 0 bimt1 -+ b
0 A 0 0 b2m+1 t bln
A= 0 0 A 0 bm—lm—H bm—ln
0 0 2 bmerl T bmn
0 0 0 0 bm+1m+1 t bm+1n
0 - 0 0 0 byt - bm
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Calculons P, :

A—x 0 0 0 b1m+1 bln
0 A—x 0 0 me-H b2n
B B 0 0 A—x 0 bm—lm-‘rl o by
P, (x) - det(A XI") - 0 - 0 0 A—x bmm+1 s bun
0 0 0 0 bniimyr —x - bpyin
0 0 0 0 bnm-H bnn_x
Busimit =% -+ buiin
= (A-x)"
bnm+1 o by —x

Nous savons que (x — A )™ divise P, puisque A est une valeur propre de multiplicité m; donc
m<m.

Ainsi, dimE) =m < m;,. |

I Corollaire 4.2.5 Si A est une valeur propre simple de u (i.e. my = 1), alors dimE; = 1.

4.3 Caractérisation des endomorphismes diagonalisables

Théoréeme 4.3.1 Soit u € L(E). On note m;_la multiplicité de la valeur propre A.

P, est scindé dans R

u est diagonalisable <= { VA € Spec(u),dimEj, = m;.

I Corollaire 4.3.2 Si P, posseéde n racines distinctes, alors u est diagonalisable.

-1 1 1 -4 0 -2
Exercice 4.3 SoientB;=| 1 -1 1 etBp=1 0 1 O
1 1 -1 5 1 3

Les endomorphismes f; et f> de R? dont les matrices dans la base canonique sont respecti-
vement B et B, sont-ils diagonalisables ? n
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4.4 Exemple complet de diagonalisation
4.5 Cas d’'une matrice diagonalisable

On considere la matrice

1 6 =3
A=1(9 -2 -3
9 6 -—11
On commence par calculer le polyndme caractéristique :
1-2 6 -3
PAA)=| 9 —2-42 -3 [=256-12A7 A= (A —4)(1 +8)?
9 6 —11-2

Pour tout A € {4,—8}, on définit :

X X X
Ey=! |y| eR Aly| =]y
Z Z Z

On cherche une base des sous espaces propres.



60 Chapitre 4. Réduction des endomorphismes

— Pour E4, on résout :

1 6 -3 X X x+6y—3z =4x
9 -2 -3 vyl =4yl ©<{9x—2y—3z =4y
9 6 -—l11] |z z Ox+6y—11z =4z

En procédant par réduction de Gauss, on a :

—3x+6y—3z =0 —x+2y—z =0
9x — 6y —3z =0 43x—-2y—z =0
9x+6y—15z =0 3x+2y—5z =0

— On peut multiplier la premiere ligne par -1 pour mettre un 1 devant x et 1’ utiliser comme

pivot.
x—2y+z =0
yTe x—=2y =-—z x—27 =-z
4y —4z =0« =
=z =z
gy-8 =0 Y
Finalement, on obtient x = z,y = z, donc :
X . = z 1
E, = y E]R3, R z|,z€R » = Vect 1
y =< 1
< <
— Meéme procédure pour —8 :
1 6 =37][x X x+6y—3z = —8x
9 -2 3| |y|l=-8|y|{9%x—2y—3z =-8y
9 6 -~ |z Z 9x+6y—11z =-82

On obtient I’équation :
Ix+6y—3z=0&3x+2y—2z=0.

On choisit x et y libres, d’ou z = 3x 4 2y, et :

X 1 0
E g= y Xy ER » =Vectg |0], |1
3x+2y 3 2
Conclusion :
1 1
E4 = Vect 1 , E_g=Vectg (0], |1
1 3
On remarque que
1 10
1 0 1|=-4=#0.
1 3 2

Ainsi, on a 3 vecteurs linéairement indépendants dans un espace de dimension 3, donc
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1 1 0
B = 11,10(,]1 forme une base de R>.
3 2
On peut maintenant changer de base :
1 1 | 3 2 -1
Pgg. =11 0 1|, Py z= 1 -2 1
1 3 -3 2 1
et on a la relation :
4 0 O
Pp 2APz .= |0 —8 0
0 0 -8

4.5.1 Exemple ou u n’est pas diagonalisable
On considere 1I’endomorphisme dont la matrice dans la base canonique est :

2 —1 —1]
A=12 1 =2
3 -1 2]
— On calcule :
2—A -1 -1
PAAM)=| 2 1-42 =2 |=—14+42+1%2-43
3 -1 -2-2A

— On factorise : —1+A+A2 =23 =—(A+1)(A —1)?
— Ainsi, 1 et —1 sont valeurs propres, on cherche une base de chaque sous-espace propre.
— Pour Ey, on résout :

2 -1 —17 [x X x—y—z =x
2 1 2l |y|l=|yle{2x+y—2z =y
3 -1 2] |z 2 3x—y—2z =z
On obtient :
X—y—2z =0 x—y—z =0
2x—2z =0&<x =z
3x—y—-3z =0 2y =0
Ainsi,
1
E; = Vect 0 .
-1
— Pour E_;, on résout :
2 —1 —17 [« x 2x—y—z —x
2 1 2l |yl=—1|y|e©{2x+y—2z =—y
3 -1 2] [z z 3x—y—2z =-—z
On obtient :
3x—y—z =0
z =0
2x+2y -2z :0<:>{ n
X =z
3x—y—3z =0 Y
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Ainsi,
1
E_| = Vect —1
0
Ainsi, on a trouvé :
1 1
E_; = Vect —1 , E; =Vect 0
0 -1
Or, clairement :
E_|®E 7& R3.
2 -1 -1
DoncA= |2 1 —2| n’estpas diagonalisable.
3 -1 =2

On peut tout de méme "réduire" cette matrice.

Remarque) Il existe un résultat général qui affirme que toute matrice est semblable a une matrice
triangulaire.

Danslecasde A,ona:

2 —1 —1 11 07[=1 00][=1 0 1
2 01 —=2|=110 =1l]o 1 1]]2 0o -1
3 -1 -2 21 0|0 o 1||=1 =1 1
ou
11 01" =1 0 1
10 —-1| =|2 0o -1
21 0 1 -1 1

4.5.2 Ce n’est pas une question de polynéme caractéristique
Considérons la matrice

1 0 -2
B=10 1 -2
0 0 —1
Alors,on a:
1-A 0 -2
0 1-4 =2 |=—14+A+A2- 2 =—A+1)(A—-1)?
0 0 —1-2
Mais dans ce cas, on peut montrer que :
1] 0 1
E; = Vect 1 , E_1=Vect 1],
1] 0 0
On a alors clairement
1 1
Vect 1 @ Vect 11,10 =R3,
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et il vient :
1 0 -2 1 0
B=|01 -2|=1|11
0 0 -1 1 0

S O =

1 0 Of {0 O 1
1 0f {0 1 -1
0 1|1 O

0
0 -1

Ainsi B est diagonalisable.

4.6 Applications

Remarque) Calcul de A™ : Si A est diagonalisable, il existe une matrice diagonale D et une matrice

de changement de base P telle que :

D=P 'AP ou A=pPDP'.

Alors, on a
A" = (PDP~1)" =

(pDP~Y)(PDP7Y)...(PDP")

vV
m fois

= PD(P'P)\D(P'P)---(P"'P)DP!

= pD"P!
avec D™ = Diag(A]", A", ,A)").

4.6.1 Llien avec les équations différentielles

Pour I’exercice, considérons 1’équation :

m fois

X(t) —3x(t) — 10x(r) = 0.

On peut résoudre cette équation avec I’équation caractéristique :

r*=3r—10=0

qui a deux racines : r; = —2 et r, = 5. Ainsi, on obtient :

x(t) =cre ¥ +cze™,

ol ¢ et ¢y sont déterminées par les conditions initiales. Comment prouve-t-on ce résultat ?

différentielle linéaire d’ordre 2 :
ay"(t) +by'(t) +-cy(t) = f(1), a#0.

La solution générale est de la forme

y(t) = yu(t) +yp(t),

ay’(t)+by'(t) +cy(t) =0, a#0.

ol y, est une solution particuliere et y; est la solution de I’équation homogene :

Théoréme 4.6.1 — Rappel sur les EDO linéaires du second ordre. On considére une équation
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Pour résoudre une équation différentielle du second ordre :
— On commence par résoudre 1’équation homogéne :

ay"(t)+by'(t) +cy(t) =0, a#0.

— On cherche des solutions de la forme y(¢) = .
— On obtient le polyndome caractéristique :

P(r) =ar* +br+c.

Théoréme 4.6.2 La forme des solutions dépend des racines de P(r).
— Cas 1 : deux racines réelles distinctes r; # rp

yu(t) = Cre" + Cre™.

— Cas 2 :racinedouble rj = =r
yu(t) = (C1 +Cat)e™.

— Cas 3 : racines complexes r = o + if3

yu(t) = ¥ (Cycos(Bt) + Cysin(Br)).

Pour trouver une solution particuliere a I’équation initiale
ay" (1) +by (1) + cy(t) = f (1),

— Si f(t) est un polynéme de degré n, on cherche f, comme un polyndme de méme degré.
— Si f(¢) est de type sin(®t) ou cos(®t), on essaie

yp(t) = Acos(wr)+ Bsin(or).

— Attention : si la fonction testée est déja solution de I’équation homogene, on multiplie I’essai
par ¢ (ou 12 si nécessaire).

4.6.2 Solution par I'algébre (1) — 3x(¢) — 10x(¢) = 0

En posant X (1) = [x(t)] , I’équation peut se réécrire :

(1)

][4 D] x0-sm0.
Si I’équation était en une dimension, la solution serait évidemment :
X(r) = " X(0).
Il se trouve que cette équation est encore valable, si I’on définit I’exponentielle par

(rA)"

1
=D+ (tA)+ < (1A +- + o

2

Il nous faut donc calculer A”. Pour cela, on cherche a diagonaliser A.
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On calcule les valeurs propres :

‘—)L 1

_ AV 10 — 22 10 = _
0 3_1‘_ AB—-2A)—10=2A%+31—10= (A —5)(A +2).

On résout les systemes :

] y =5 ) y =-2x
Four £s - { 10x +3y =5y PO”rEZ'{ 10x +3y =-2y

On trouve E_, = Vect { [_21] } et E5 = Vect { [ﬂ }, ce qui nous donne les matrices de changement

de bases :
rea=[i ] a3
On trouve :
[0 1} _ [—1 1] [—2 0:|><1[_5 1]
10 3 2 510 5] 712 1
= Pasz APyl .

ol A est la matrice diagonale. Rappelons qu’on cherche a calculer I’exponentielle de matrice :

o (tA)

A=Y X

k=0

-1 .
On remplace A = Py_, 5 AP, B,
" oo gk ko otk
.
¢ = Zky (Pﬂ—wéAP%ﬂﬂ> = Zkypﬂ*%AP%%%v
On peut alors mettre en facteur les matrices de changement de base :

=k -2)k 0
e’A = P%_wgc (Z k'Ak> Pﬂl_)% y ol Ak |:( 0) Sk:|

k
Looa(=2f o0 )
— Po; 7 k=0 k' Pg G
B— B, [ 0 Z;OB ;:' 5k B— B,

On obtient finalement :

"o —11Xe*2t0><1—51
¢ T |2 5 0 772 1
5 —2[ 2 1 —2[ 1 5t
+ +7e
= [ 10~ +710 5t 7 2t+575t:|

x(t)| _ _ A _ 4 [X(0) . ‘o
Enfin, comme LC (t)] =X(r)=¢€"X(0)=¢e 0)| on obtient la solution :

5 2 1 1
X([) = <7€_2t+7€5t> X(0)+ <—7€_2[+7€5t) X(O),

= ¢ <5x(0) - 1x(o)) +e <§x(0) - ;x(0)> .
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Exercice 4.4 On veut résoudre y”(¢) —4y'(¢) + 4y(t) = 0.

1. Poser Y (1) = B’((tt))] , et trouver A tel que Y'(¢) = AY (¢).

2. Montrer que A n’est pas diagonalisable. Changer de base pour & = { [ﬂ , [ 1)/ 2} }

3. Mont r récurren 2 lk* 28 k2t
. Montrer par récurrence que 0 2l =lo L

4. En déduire que
L2 L gkt

tA -1
e =Pp .z K Py .z
E ¢ 4oo KAk B— B,
0 Yo 2

5. Trouver la solution de I’EDO. Indication :

[Zkt“b Jt?k' 2k oy % k2kl] {ezz g ezz]
’ o 1k k = 2% | -
0 Lo 52 0 e

Solution :

0 1
1. On trouve A = [_4 4].

1 -1/2

2. On anﬁggc = [2 0

] et donc

Pan =Pyl 5 = [_02 1{2} .
Dans la nouvelle base, on obtient :
[0 1] _ [1 —1/2] [2 1] [O 1/2]
—4 4 2 0 0 2|(-2 1
3. Direct.

Astuce habituelle. .
. L] z .. (e} k —_— (e} - —
5. On réindexe simplement la série : Y7 k2! =1y ﬁl&k L —te?.

b

4.6.3 Un systéme en trois dimension

On veut résoudre le systeme

ol x,y et z sont des fonctions de R — R. Soit Z = {e},e2,e3} la base canonique de R et soit i :

(1) =x(t)er +y(t)ex+z(t) e3

S

Comme les vecteurs de la base canonique ne dépendent pas du temps,

i'(1)=x(t)er +y (1) ex+7 (1) es.
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x(r) x/(t)
On pose donc X (¢) = Mat(i(t),#) = |y(r)| ce qui donne X'(¢t) = Mat(i'(r),B) = |y (r)] , et
2(1) Z(1)
le systeme (S) s’écrit
-1 1 1
X'(t)=BX(t) avec B=|1 -1 1
1 1 -1

On cherche a diagonaliser B.
— Le polynome caractéristique de B est :

—1-1 1 1
Ps(A)=]| 1 —1-2 1 |=-A°-31%+4=—(A—-1)(A+2)
1 1 —1-A

ou pour factoriser, on a remarqué que 1 est une racine de Pg. Ainsi, on cherche une base de
EietE_».
— Pour Ej, on résout :

X —X+y+z =x
L =1 1 ||y|=y|e{x—y+tz =
z

xX+y—2z =z
On trouve E; = Vect 1 ,onnotev; = |1].
— Pour E_,, on résout :
-1 1 17 [x X —x+y+z =-2x
1 -1 1 yl=-2|y| ©x—y+z = -2y
e z x+y—z =-2
1 0 1 0
On trouve E_, = Vect 0,1 ,onnotevo = | 0 | etvz=1 1
—1 —1 —1 —1

On vérifie que ¥ = {v},vz,v3} est une base, On en déduit que B est diagonalisable et on calcule
les matrices de changement de bases

1 1 0 11 1
Py oy =11 0 1], P;L%C:E— 2 -1 -1
-1 2 -1

_.
|

—_
|

—_

Et la relation suivante est vérifiée :

Pyl ,BPy 5 =0 =2 0 |=D.
0 0 -2
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On exprime maintenant la solution i(¢) dans la base ¥ = {v,v2,v3} :

x1(7)
X, (t) =Mat(ii(t),?) = |yi1(t) | ,Vt € R,
z1(t)
X, (1)
On a encore X/ (1) = Mat(ii'(r),?) = |y} (t)| , Comme Py_,4_ est la matrice de passage de ¥
2 (1)
vers %, on a les relations :
X(t)=Pyz5Xi(1), X'(t) =Py_zX|(t).
1 1 0
ouPy_,z = |1 0 1 |.Rappelonsque X(z) vérifie
1 -1 -1
-1 1
X'(t)=BX(t) avec B=|1 -1
1 -1

En remplagant X (1) = Py_,4.Xi(t), X'(t) = Py_2.X](t), on obtient :
Py, X{(1) = X'(1) = BX(1) = BPy 5 Xa (1

Ainsi, on obtient :

1 0 0
X{(t)=Py', , BPy 3 X (t) =DX(1), avecD= {0 —2 0
0 0 -2

Résoudre le systeme différentiel :

() = —=x(t)+y()+z()

YY) = x(t)=y(t)+2()

1) = x(0)+y()—z()
équivaut donc a résoudre :

X0 = x()

W) = =2n()

Z@t) = —2z1()

avec la relation X (t) = Py _, 5 X; (). Mais le systeme pour X; est découplé, on sait le résoudre. On
a:

xi(t) = xoé
n(t) = yoe
2(t) = zoe ™

oll xp, Yo et zo sont des constantes arbitraires. Les fonctions initiales x,y et z sont donc données par :

x(t) 1 1 0 xoe'
X@o)=|y@)| = |1 0 1| |ye™
z(1) 1 -1 —1] |z *

xoe' +yoe

= xoe' +zoe
[x0¢' — (yo +20)e
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4.6.4 Etude d’une suite récurrente

On cherche les suites réelles (i, )nen, (Va)nen et (Wn)nen telles que (uo,vo, wo) € R? et pour

toutn € N,
Uptl = —UptVvpt+wy
(S) Vil = Up—Vpt+wy
Wpil = Up+Vp— Wy
Up
On définit pour tout entier n la matrice colonne X,, = | v, | et alors:
Wp
-1 1 1
()<= X,y1=BX, ou B=|1 -1 1
1 1 -1

On vérifie facilement par récurrence que
vneN, X,=B"Xp.

Il faut donc calculer B". Or, B est diagonalisable et on trouve

1 1 0
P=11 0 1
1 -1 -1
telle que
1 0 0 1 1 1 1
D=0 -2 0 | =P 'BP avec P*I:g 2 -1 -1
0O 0 -2 -1 2 -1
On a donc
1™ 0 0
B" = PlO0 (-2 o |pP!
0 0 (=2)"
Si on revient a X,,, on trouve :
uy, 1m 0 0 Uo
X,=|v.|] = P[0 (=2 o0 |P'|w
Wy 0 0 (=2)" wo
1 ( 1)n2n+1 1+( 1)n+12n 1+(_1)n+12n uo
= 3|1+ 1) 14 (—1)m2mt! 1+(—1)"+12" v
( 1)n+12n 1+( 1)n+12n (_1)n2n+1 wo
| uo<1+< 1727 1) 4 (v +wo) (1 4+ (—1)*+127)
= g V0(1+( )"2"+1)+(uo+W())( ( 1)"'“2")

wo(1+(=1)"2"1) + (o +vo) (1 + (= 1)"+127)

On peut donc calculer toutes valeurs de la suite Xj,.
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Exercices

Exercice 4.5 Les matrices suivantes sont-elles diagonalisables dans R ? Si oui, préciser une matrice
diagonale semblable et la matrice de passage associée.

1 2 =2 2 10 1 -1 0 —1
Ar=12 1 =2, A=|-1 00|, A3s=|-1 2 1|, A4u=|1 0
2 2 -3 1 11 0 1 1 -1 0 -1

Pour vérifier que I’on démarre bien :

Spec(A1) ={1,—1}, Spec(A2)={1}, Spec(A3)={0,1,3}, Spec(As)=1{0,i,—i}.

Pour aller plus loin : diagonaliser A4 dans C.

Exercice 4.6 Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de I’endomorphisme u de R?
dont la matrice dans la base canonique est

Note : on pourra se référer a I’exercice 4.2.
Exercice 4.7 On se place dans R* muni de sa base canonique %4, = (e1,e2,e3,e4). Soit f un
endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est

1 2 -2 0
1 0 -1 1
A= 11 -2 1
02 =21

1. Montrer que pour tout ¢ € R, le polyndme caractéristique de f est
Pr(t) = (r—1)2(t+ 1)

L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Déterminer ¥ une base de E1 D E_;.

Compléter cette base pour obtenir une base # de R*.

Déterminer alors B = Mat(f,# ). Donner la relation qui existe entre A et B.

A

Exercice 4.8 1. On se place dans R? muni de sa base canonique %, = (e1,e2,€3).
Soit f un endomorphisme tel que :
— Spec(f) = {34},
— E4 = Vect(vy,v2) avec v = (1,1,0)
— E3 = Vect(v3) avec vz = (—1,1,—
On note ¥ = (vi,v2,v3).
(a) L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?
(b) Déterminer le polyndme caractéristique Py.
(c) Pourquoi 7 est-elle une base de R3? (Sans calcul)
(d) f est-il bijectif ? Justifier.

Vo = (_17071),
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(e) Calculer tr(f) et det(f).
(f) Calculer f(ez).
(g) Déterminer A = Mat(f, 7). Donner la relation entre A et C = Mat(f, %,).

2. On se place dans R> muni de sa base canonique %, = (ej,ez,e3,e4,es). Soit g un endomor-
phisme tel que :
— Le polyndme caractéristique P, est scindé dans R,
— Spec(g) ={-1,2},
— E_; = Vect(v,v2) avec v; = (1,1,0,0,0), v, = (—1,0,1,0,0),
— E; = Vect(v3,vq,vs) avec v3 = (0,0,—1,1,—1), v4 = (0,0,0, 1,2), vs = (0,0, 1,0,3).
(a) g est-il diagonalisable ?
(b) Donner les écritures possibles de P,.
(c) g est-il bijectif ? Justifier.
(d) Calculer tr(g) et det(g).

Exercice 4.9 Soit la matrice

0
2
0
Déterminer le(s) réel(s) a pour lequel A, est diagonalisable. Lorsqu’elle est diagonalisable,

déterminer la matrice diagonale A/, semblable & A, ainsi que la matrice de passage P,.

Exercice 4.10 1. Soit la matrice suivante :

2 2 1 1
2 2 1 1
A= -1 -1 1 =2
-1 -1 =2 1

(a) La matrice A est-elle diagonalisable ? Si oui, déterminer la matrice diagonale A’ sem-
blable a A. Déterminer également la matrice de passage P.
(b) Calculer A™.
2. Calculer A% ou A3 est la matrice définie dans I’exercice 4.5.
3. On considere trois suites réelles (uy), (v,), (w,) telles que :

Upt1 = 2Uy + 2V, + Wy + 2p,
(5): Vil = 2Up + 2, + Wy + 2,

Wnil = —Up — Vi + Wy — 225,

ng1 = —Up — Vy — 2Wy + 2,

avec ug, vo, wo,zo donnés.
Exprimer u,,v,,w, et z, en fonction de n et des conditions initiales.
4. Déterminer les applications x,y : R — R solutions du systeme différentiel :
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5.1 Formule de Taylor

Soit f: I — R de classe " sur I, avec n € N*. Soit a € I. Alors, f admet un DL, en a de la
forme

f"(a)

£ (a) ; ;
T (x—a)"+ o ((x—a)").

1) = fl@)+ f@e-a) + S a4 o,

5.2 Récapitulatif des développements limités des fonctions usuelles en 0

Pour tout n € N*,

o(o—1 a(oe—1)...(cc— 1
(1+x)* = l+ax+¥x2+...+ ( )..-(@=n+t )x"—i— o (x")
2! n! x—0
2
x x X n
¢ = Irbgde it oW
2 2n
_ X X 2n+1
coshx = 1+2!+"'+(2n)!+xgo(x )
3 2n+1
. X X 2n+2
hx = — .t
sinhox = xS oy %)
2 2n
_ Y 2n+1
cosx = 1 2!+...—i—( 1) (2n)!+xgo(x )
x3 x2n+l i
i = x——4+...4+(-1)'—— "
sinx TR +( )(2n+1)!+xgo(x )
1
= 14x+x>+...+x"+ o (¥
1—x x—0
1
= 1- 2 4 (=1)" "
e LAY
X x"
In(1 = X——F——. 4 (=)=
n(1+x) X— 5+ +(=1) - —i—xgo(x")
x3 XS x2n+1
t = x——=+——...+(-1) x21+2
arctan x - + (1) 2n+1+x3>0( )

2
tanx = x+—+—xX+ o (x%)
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5.3 Kit de survie - Déterminant

Définition et calcul

— Pour une matrice 2 x 2 :

a b
det (c d> =ad — bc

— Pour une matrice 3 x 3 :

a b c
det|d e f| =aei+bfg+cdh—ceg—bdi—afh.
g h i

— Développement selon une ligne ou une colonne (formule de Laplace)

a]l e al] DY all’l

a21 .« azj Y azn
detA =

anl .« o anj Y ann

= aj- (—1)1+1 -det(Mll) +ay; - (—1)2+1 ‘det(Mz])—i- s tdp - (_1)n+1 -det(Mnl)
ou M;; est la matrice A sans la ligne i et la colonne 1 :

dh aip  ccc o dip
air ain
ait11 di-12 Ai—1,n a a:
M; = 1 a;2 d; n = i-1,2 i=ln
’ ’ ’ ajt1,2 Ait+1,n
ai+1,1  di+12 Ait+1,n . '
an2 Ann
ap,1 an2 e Ann
2 3 1
m Exemple 5.1 Calculons le déterminantde A= |5 —1 4 | . Développons det(A) selon
7 0 6

la premiere colonne :

-1 4 3 1 3 1
2-det<0 6)—5-det<0 6>+7-det(_1 4)

= 2 (—1x6—-0x4)—5-3x6—-0x1)+7-3x4—(—1)x1)
2x(—6)—5x18+7x13
=11

det(A)

Ici, chaque mineur est obtenu en supprimant la ligne du coefficient et la premiere colonne.
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Propriétés fondamentales

Soit A une matrice carrée d’ordre n, on note det(A) son déterminant.

Prop. 1.

Prop. 2.

Prop. 3.

Prop. 4.

Prop. 5.

Prop. 6.

Linéarité par ligne (ou colonne) : Le déterminant est une application linéaire en chaque
ligne si les autres lignes sont fixées.

= Exemple 5.2 Pour A = (1 —;2 2) ona

10 2 0
det(A) = det <3 4> + det <3 4> =44+8=12.

Symétrie ligne/colonne : det(A”) = det(A) ou AT est la transposée de A.

= Exemple 5.3

(1 2 r (13
=63 ()
etdet(A) =1x4—2x3=-2det(AT) =1x4-3x2=-2. .

Permutation de deux lignes (ou colonnes) : Echanger deux lignes change le signe du
déterminant.

= Exemple 5.4
1 2 3 4
det <3 4> = -2, det <1 2) =2.

Ligne (ou colonne) nulle ou doublon : Si une ligne est nulle ou si deux lignes sont
identiques, alors det(A) = 0.

= Exemple 5.5
1 2 3
det|1 2 3| =0.
4 5 6
| |

Matrice triangulaire : Si A est triangulaire (supérieure ou inférieure), alors det(A) est le
produit des coefficients diagonaux.

= Exemple 5.6

det

S O
S L W

1
4] =2x5%x6=060.
6

Déterminant et opérations élémentaires :
— Ajouter un multiple d’une ligne a une autre ne change pas le déterminant.

= Exemple 5.7

1 2
det <3 4> =-2
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et si on remplace L par L, — 3L, :
1 2
det <0 _2> =1x(-2)=-2.

— Multiplier une ligne par A multiplie le déterminant par A.

= Exemple 5.8

2 0 4 0
det<0 3>—6, det<0 3>—12

car on a multiplié la premiere ligne par 2, donc le déterminant est multiplié par 2. m

Prop. 7. Produit matriciel :
det(AB) = det(A)det(B).

= Exemple 5.9 Soient

1 20 2 00
A=|10 1 O et B=[0 1 O
0 0 3 0 01
Ona:

det(A)=1-1-3=3, det(B)=2-1-1=2.

2 40
AlorsAB= |0 1 0] etdet(AB)=2-1-3=06=det(A)-det(B). .
0 03

Prop. 8. Inversibilité : A est inversible si et seulement si det(A) # 0.

= Exemple 5.10

1 2
det(2 4)—0,

la matrice n’est pas inversible. "

Cas particuliers a connaitre

— det(l,) =1
— det(—A) = (—1)"det(A)
— det(A™ ") = det(A) si A est inversible

— det(ATA) >0
Applications courantes
— Vérifier I'inversibilité d’une matrice.
— Résoudre un systeme linéaire par la régle de Cramer.
— Calcul d’aires et de volumes (exemple : | det(u,v)| donne I’aire du parallélogramme engendré
par u et v).
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5.4 Rappel sur le pivot de Gauss
On va résoudre le systeme suivant a I’aide de la méthode du pivot de Gauss.
x +2y +z +t =1

(S) x 4y 4z —t =2
2x 4y +z =3

9 A retenir

L’étape O est de mettre un 1 devant la premiere variable. Ici, c’est déja le cas, continuons.

Etape 1 : Elimination de x dans les équations (2) et (3)
On garde la premiere équation telle quelle, et on effectue :
*@)=M-®2):

(x+2y+z+1)— (x+y+z—1) = 1-2
y+2t = -1

e B)+2x(H—-3):
2(x4+2y+z+1t)—(2x+y+z) = 2x1-3
3y+z+2t = -1
On obtient le systéme équivalent suivant :

x +2y +z +t = 1
y +2t = -1
3y +z 42t = -1

@ A retenir

Pensez a bien aligner les équations pour bien voir si vous avez bien éliminé x dans toutes les
autres équations.

Etape 2 : Elimination de y dans la troisiéme équation

On utilise la deuxieme équation comme pivot.
On effectue : (3) «— 3 x (2) — (3) :

3(y+2t)—(By+z+2t) = 3x(-1)—(-1)

—z+4 = -2
Le systeme devient :
x +2y +z +t = 1
y +2t = -1
—z 44t = -2

9 A retenir

On a obtenu une forme triangulaire. A partir de 13, toutes les variables 2 droite du dernier
coefficient non nul sera une variable libre.
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Remarque) Retenez bien la forme d’un systeme échelonné. Le systeme

2x1 +3x 42x3 —x4 =5
—Xx2 —2x3 =4
3x4 =1

est échelonné, tandis que le systeme

2x1 +3x 4+2x3 —x4 =5
—2)63 =4
x3 x4 =1

n’est pas échelonné (la derniere ligne commence avec la méme variable que la ligne
au-dessus).

Etape 3 : Remontée (substitution)
* A partir de la troisiéme équation :
7=4t+4+2

* On injecte z et ¢ dans la seconde équation :

y=-2r—-1
* On injecte y, z et ¢ dans la premiere équation :
x+2y+z+t = 1
x+2(=2t—1)+(4t+2)+t = 1
x = —t+1

¢ A retenir

Attendez bien d’avoir un systeme échelonné avant de substituer, et pensez a bien partir de la
derniere équation pour remonter. Sinon, vous allez tourner en rond.

Etape 4 : Ensemble des solutions

On garde ¢t € R comme variable libre. On a alors :

x = —t+1
y = —2t—1
z = 4r+2

Donc I’ensemble des solutions est :
1 —1 1 —1
+ Vect
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5.5 Formule de changement de base et exemples

Définition 5.5.1 Soit & = {ey,...,e,} et & ={vy,...,v,} deux bases d’un espace vectoriel E.
On note

[vi]e les coordonnées de v; dans la base &.

On définit la matrice de changement de base Pg_,» comme :

Per_e = [[Vl]f‘ = ’[Vn]é"}

La matrice Pg_,» mange des vecteurs exprimés dans la base & et donne les coordonnées de

ce vecteur exprimés dans la base &
\ J

Théoréme 5.5.1
— Soit u une application linéaire deE vers F.
— Soient &, & deux bases de E et .#, .#' deux bases de F.
Alors, on a :
Mat(u, &’ ,.F') = Pz, #Mat(u,&,.F )Per_ ¢

En particulier, si E = F,on a:
Mat(u, co@/) = Pgﬁg/Mat(u, 5))1)&/%(9
= Pg%g/Mat(u, (g))P@;Lg/
P@;,l_m@Mat(u, E)Psr g

= Exemple 5.11 Considérons I’endomorphisme u dont la matrice dans la base canonique & est :

-2 21

Mat(u,&) = [ -7 4 2

5 00
On change de base pour ¥ = {v,vz,v3}, ol :
0 1 0
vi=|-1], w=|-1], w=| 3
2 5 -5

On construit la matrice de passage de ¥ vers & et on calcule Pyj1_> P

0 1 0 10 =5 3
Proe=|-1 -1 3|, Poyy=P, =1 0 0
2 5 -5 -3 2 1

On calcule alors la matrice de u dans la base ¥ par la formule :

Mat(u,?’) = Ps_,y -Mat(u, &) - Py 6.

10 -5
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