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Exemple
I On s’intéresse à une suite couplée:{

xn+1 = 2xn − 2yn

yn+1 = 2xn − 3yn

I Nous pouvons ré-écrire ce système sous la forme :[
xn+1

yn+1

]
=

[
2 −2
2 −3

] [
xn
yn

]
donc

[
xn
yn

]
=

[
2 −2
2 −3

]n [
x0

y0

]
I Application possible de cette suite: (xn)n∈N le nombre de lapins, (yn)n∈N le

nombre de loups,
I plus il y a de lapins, plus il y a de lapins
I plus il y a de loups, moins il y a de loups
I le nombre de loups a un effet négatif sur le nombre de lapins
I le nombre de lapins un un effet positif sur le nombre de loups
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Comment calculer la puissance de la matrice?
Supposons qu’on trouve une base B dans laquelle la matrice devient diagonale:

A =

(
PB→Bc

[
λ1 0
0 λ2

]
PBc→B

)
Alors, si on calcule la puissance, comme PBc→B = P−1

B→Bc , on a:

An =

(
PB→Bc

[
λ1 0
0 λ2

]
P−1
B→Bc

)n

=

(
PB→Bc

[
λ1 0
0 λ2

]
P−1
B→Bc

)
×
(
PB→Bc

[
λ1 0
0 λ2

]
P−1
B→Bc

)
× · · · ×

(
PB→Bc

[
λ1 0
0 λ2

]
P−1
B→Bc

)
=

(
PB→Bc

[
λ1 0
0 λ2

]n
P−1
B→Bc

)
=

(
PB→Bc

[
λn1 0
0 λn2

]
P−1
B→Bc

)
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Valeurs et vecteurs propres
pour l’exemple

I Supposons qu’un oracle nous donne deux vecteurs

[
1
2

]
et

[
2
1

]
.

I Remarquons d’abord que la nouvelle base vérifie :[
2 −2
2 −3

] [
1
2

]
= −2

[
1
2

]
et

[
2 −2
2 −3

] [
2
1

]
= 1

[
2
1

]
.

I Cela signifie que −2 est une valeur propre de

[
2 −2
2 −3

]
, et que

[
1
2

]
est un

vecteur propre.

I Donc dans cette base, la matrice sera diagonale.
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Valeurs et vecteurs propres
pour l’exemple

I On trouve la relation:[
2 −2
2 −3

]
=

[
1 2
2 1

] [
−2 0
0 1

] [
−1/3 2/3
2/3 −1/3

]
I Ce qui donne pour la suite:

xn =
1

3

[
2c2

(
(−2)n − 1

)
− c1

(
(−2)n − 4

)]
,

yn =
1

3

[
c1

(
(−2)n+1 + 2

)
+ c2

(
(−1)n2n+2 − 1

)]
où c1 et c2 sont les populations initiales de lapins et de loups.

7 / 77 Chapitre 3 - Réduction des endomorphismes



But du chapitre

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur R.

On note E = (e1, . . . , en) une base de E .

Soit u ∈ L(E ). Réduire un endomorphisme, c’est chercher une base de E dans laquelle
la matrice de u est la plus simple possible.

Le mieux que l’on puisse espérer est que cette matrice soit diagonale.
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Définition

Un endomorphisme u de E est diagonalisable s’il existe une base V = (v1, . . . , vn) de E
dans laquelle la matrice de u est diagonale.

Supposons qu’une telle base existe, notée V = (v1, . . . , vn). Alors :

Mat(u,V) =


λ1 0 · · · 0

0 λ2
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 λn

 .
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Vecteur propre, valeur propre

On appelle valeur propre de u un scalaire λ ∈ R tel qu’il existe un vecteur v ∈ E ,
non nul, vérifiant

u(v) = λv .

Le vecteur v est appelé vecteur propre de u associé à la valeur propre λ.
On appelle spectre de u l’ensemble des valeurs propres de u, que l’on note

Spec(u).
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Sous espace propre

Proposition

Soit λ ∈ K. On définit le sous-espace

Eλ = {v ∈ E | u(v) = λv} = ker(u − λ idE ).

Alors :

I Eλ est un sous-espace vectoriel de E .

I Si λ ∈ Spec(u), alors Eλ 6= {0} et on l’appelle sous-espace propre associé à λ.

I Si λ /∈ Spec(u), alors Eλ = {0}.

­ À retenir

Un endomorphisme est injectif si et seulement si son noyau est nul.
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Exemple

On considère l’endomorphisme u de R2 dont la matrice dans la base canonique est

A =

(
7 −12
4 −7

)
.

Pour trouver les valeurs propres, on calcule:

det(A− λId2) =

∣∣∣∣7− λ −12
4 −7− λ

∣∣∣∣ = (7− λ)(−7− λ) + 4× 12 = λ2 − 1

= (λ− 1)(λ+ 1).

Donc les valeurs propres sont −1 et 1. On cherche les sous espace propres en résolvant
un système.
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Exemple
Pour −1:

(A + I )~x = 0 ⇐⇒

{
8x − 12y = 0

4x − 6y = 0

On fait la combinaison linéaire suivante : L2 ← L2 − 1
2 L1 pour éliminer x dans la

deuxième équation :

{
8x − 12y = 0

4x − 6y − 1
2 (8x − 12y) = 0− 0

⇐⇒

{
8x − 12y = 0

4x − 6y − 4x + 6y = 0

Il reste donc :

8x − 12y = 0 ⇐⇒ x =
3

2
y , donc E−1 = Vect

{(
3
2
1

)}
= Vect

{(
3
2

)}
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Exemple
Pour 1:

(A− I )~x = 0 ⇐⇒

{
6x − 12y = 0

4x − 8y = 0

On fait la combinaison linéaire suivante : L2 ← L2 − 2
3 L1 pour éliminer x dans la

deuxième équation :

{
6x − 12y = 0

4x − 8y − 2
3 (6x − 12y) = 0− 0

⇐⇒

{
6x − 12y = 0

4x − 8y − 4x + 8y = 0

La deuxième équation disparâıt, il reste donc :

6x − 12y = 0 ⇐⇒ x = 2y , donc E1 = Vect

{(
2
1

)}
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­ À retenir

Pour trouver les valeurs propres de A, on résout

det(A− λIdn) = 0.

Pour chaque racines λi , on trouve les vecteurs propres en résolvant le système

A~x − λi~x = ~0.
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Exercice

Soit la matrice A =

(
3 1
0 2

)
. Quelles sont les valeurs propres de A ?

A) 3 et 2

B) 5 et −1

C) 0 et 1

D) 3 uniquement
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Exercice

Soit la matrice A =

(
3 1
0 2

)
. Quelles sont les valeurs propres de A ?

X A) 3 et 2

B) 5 et −1

C) 0 et 1

D) 3 uniquement
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Exercice

Pour la même matrice A =

(
3 1
0 2

)
, quel est un vecteur propre associé à la

valeur propre 3 ?

A)

(
1
0

)
B)

(
0
1

)
C)

(
1
1

)
D)

(
3
2

)
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Exercice

Pour la même matrice A =

(
3 1
0 2

)
, quel est un vecteur propre associé à la

valeur propre 3 ?

X A)

(
1
0

)
B)

(
0
1

)
C)

(
1
1

)
D)

(
3
2

)
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Exercice

Si ~v est un vecteur propre associé à la valeur propre λ = 0, que peut-on en
conclure sur la matrice A ?

A) A est inversible.

B) A n’est pas inversible.

C) A = 0.

D) A est symétrique.
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Exercice

Si ~v est un vecteur propre associé à la valeur propre λ = 0, que peut-on en
conclure sur la matrice A ?

A) A est inversible.

X B) A n’est pas inversible.

C) A = 0.

D) A est symétrique.
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Exercice

Soit B =

(
4 1
2 3

)
. Quel est son polynôme caractéristique ?

A) λ2 − 7λ+ 10

B) λ2 + 7λ+ 10

C) λ2 − 5λ+ 6

D) λ2 − 3λ+ 2

Le polynôme caractéristique est le polynôme obtenu en calculant det(A− λIdn)
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Exercice

Soit B =

(
4 1
2 3

)
. Quel est son polynôme caractéristique ?

X A) λ2 − 7λ+ 10

B) λ2 + 7λ+ 10

C) λ2 − 5λ+ 6

D) λ2 − 3λ+ 2

Le polynôme caractéristique est le polynôme obtenu en calculant det(A− λIdn)
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Exercice

Pour la matrice B =

(
4 1
2 3

)
, ses vecteurs propres sont :

A)

(
2
1

)
et

(
1
1

)
B)

(
2
2

)
et

(
2
4

)
C)

(
1
1

)
et

(
−1
2

)
D)

(
2
2

)
et

(
1
2

)
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Exercice

Pour la matrice B =

(
4 1
2 3

)
, ses vecteurs propres sont :

A)

(
2
1

)
et

(
1
1

)
B)

(
2
2

)
et

(
2
4

)
X C)

(
1
1

)
et

(
−1
2

)
D)

(
2
2

)
et

(
1
2

)
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CNS diagonalisabilité

Theorem
Soit u ∈ L(E ) avec Spec(u) = {λ1, λ2, · · · , λp}, les λi étant deux à deux distincts.
u est diagonalisable ⇐⇒ il existe une base de E formée de vecteurs propres de u

⇐⇒ E = Eλ1 ⊕ Eλ2 ⊕ · · · ⊕ Eλp .

­ À retenir

On rappelle que deux sous espaces vectoriels U et V de E sont en somme direct si
et seulement si la concaténation de leur bases forme une base de E .
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Theorem

Soit λ1 et λ2 deux valeurs propres distinctes de u. Alors

Eλ1 ∩ Eλ2 = {0E},

c’est-à-dire Eλ1 ⊕ Eλ2 .

On démontre de la même manière que si λ1, · · · , λp sont p valeurs propres distinctes
deux à deux alors

Eλ1 ⊕ Eλ2 ⊕ · · · ⊕ Eλp .

Conséquences immédiates :

1. u possède au maximum n valeurs propres.

2. Si u possède n valeurs propres distinctes avec n = dimE , alors u est
diagonalisable.
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Polynôme caractéristique

Theorem
λ ∈ Spec(u)⇐⇒ det(u − λId) = 0⇐⇒ det(A− λIn) = 0.

Definition (Polynôme caractéristique)

Soit u ∈ L(E ). Soit A = mat(u, E). On définit la fonction polynomiale Pu(x) par

Pu(x) = det(u − xId) = det(A− xIn).

Cette fonction est un polynôme de degré n (où dimE = n), qui s’écrit sous la forme :

PA(x) = (−1)nxn + (−1)n−1 tr(A)xn−1 + · · ·+ det(A),

où tr(A) =
∑n

i=1 aii désigne la trace de A.
Ce polynôme est appelé le polynôme caractéristique de A.
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Exercice

Calculer et factoriser le polynôme caractéristique PB de la matrice

B =

−1 1 1
1 −1 1
1 1 −1

 .

On développe par rapport à la première colonne:∣∣∣∣∣∣
−1− λ 1 1

1 −1− λ 1
1 1 −1− λ

∣∣∣∣∣∣
= (−1− λ)

∣∣∣∣−1− λ 1
1 −1− λ

∣∣∣∣+ (−1)

∣∣∣∣1 1
1 −1− λ

∣∣∣∣+ 1

∣∣∣∣ 1 1
−1− λ 1

∣∣∣∣
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Exercice
On calcule les 3 déterminants 2× 2∣∣∣∣−1− λ 1

1 −1− λ

∣∣∣∣ = (−1− λ)2 − 1,

∣∣∣∣1 1
1 −1− λ

∣∣∣∣ = (−1− λ)− 1

∣∣∣∣ 1 1
−1− λ 1

∣∣∣∣ = 1− (−1− λ)

On trouve: ∣∣∣∣∣∣
−1− λ 1 1

1 −1− λ 1
1 1 −1− λ

∣∣∣∣∣∣
= (−1− λ)

(
(−1− λ)2 − 1

)
+ (−1)

(
(−1− λ)− 1

)
+
(

1− (−1− λ)
)

= (−1− λ)
((

(−1− λ)− 1
)(

(−1− λ) + 1
)

+ 2
(

1− (−1− λ)
)

= −(1 + λ)(2 + λ)λ+ 2(2 + λ)
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Exercice
Finalement: ∣∣∣∣∣∣

−1− λ 1 1
1 −1− λ 1
1 1 −1− λ

∣∣∣∣∣∣
= −(1 + λ)(2 + λ)λ+ 2(2 + λ) = (2 + λ)(−λ(1 + λ) + 2)

= (2 + λ)(−λ2 − λ+ 2)

= −(2 + λ)(1− λ)(2 + λ)

Le polynôme caractéristique de

B =

−1 1 1
1 −1 1
1 1 −1

 .

est PB(x) = −x3 − 3x2 + 4 = (1− x)(x + 2)2.
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Matrices semblables et polynôme caractéristique

Theorem
Deux matrices semblables ont le même polynôme caractéristique.
Par conséquent, si u ∈ L(E ), on définit le polynôme caractéristique de u par Pu = PA,
où A est la matrice de u dans une base quelconque de E.

Proof.
En effet si A′ = P−1AP alors :

det(A′ − xIn) = det(P−1AP − xP−1P) = det(P−1) det(A− xIn) det(P) = det(A− xIn).

ATTENTION : La réciproque est fausse en général.
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Theorem
Les valeurs propres de u sont les racines dans R de Pu. Si Pu est scindé sur R
(c’est-à-dire toutes ses racines sont dans R), alors, si dimE = n, on a :

1. u a exactement n valeurs propres, distinctes ou non.

2. La somme des valeurs propres vaut tr(A).

3. Le produit des valeurs propres vaut det(A).

Definition
Soit λ ∈ Spec(u). On appelle multiplicité de la valeur propre λ l’ordre de multiplicité
de λ en tant que racine de Pu. On la note mλ.

Theorem
Si λ est une valeur propre de u de multiplicité mλ, alors

1 ≤ dimEλ ≤ mλ.
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Corollary

Si λ est une valeur propre simple de u (i.e. mλ = 1), alors dimEλ = 1.

Theorem
Soit u ∈ L(E ). On note mλ la multiplicité de la valeur propre λ.

u est diagonalisable⇐⇒
{

Pu est scindé dans R
∀λ ∈ Spec(u), dimEλ = mλ.

Corollary

Si Pu possède n racines distinctes, alors u est diagonalisable.
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Exercice

Soient B1 =

−1 1 1
1 −1 1
1 1 −1

 et B2 =

−4 0 −2
0 1 0
5 1 3

.

Les endomorphismes f1 et f2 de R3 dont les matrices dans la base canonique sont
respectivement B1 et B2 sont-ils diagonalisables ?

36 / 77 Chapitre 3 - Réduction des endomorphismes



Solution
Pour B1, on a calculé son polynôme caractéristique à l’exercice 4.2, on a trouvé:

PB1(λ) = −(λ− 1)(λ+ 2)2.

On résout donc les systèmes:
−x +y +z = x
x −y +z = y
x +y −z = z

,


−x +y +z = −2x
x −y +z = −2y
x +y −z = −2z

Pour le premier système, on trouve la solution Vect


1

1
1

, et pour le second:

Vect


−1

0
1

 ,

−1
1
0


Donc B1 est diagonalisable.
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Solution
Pour B2, il se trouve qu’on trouve le même polynôme caractéristique,

PB2(λ) = −(λ− 1)(λ+ 2)2.

On cherche donc à résoudre les systèmes
−4x −2z = x

−y = y
5x +y 3z = z

,


−4x −2z = −2x

−y = −2y
5x +y 3z = −2z

On peut noter que les deux systèmes donnent y = 0, et à partir de là, on peut déjà
conclure que E1⊕ E−2 6= R3, et donc que B2 n’est pas diagonalisable. Sinon, on résout
les systèmes et on trouve les sous espaces propres:

E1 = Vect


−2

0
5

 , E−2 = Vect


−1

0
1

 .
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Exemple
(partie 1 sur 6)

On considère la matrice

A =

1 6 −3
9 −2 −3
9 6 −11

 .
On commence par calculer le polynôme caractéristique:

PA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
1− λ 6 −3

9 −2− λ −3
9 6 −11− λ

∣∣∣∣∣∣ = 256− 12λ2 − λ3 = −(λ− 4)(λ+ 8)2

Pour tout λ ∈ {4,−8}, on définit :

Eλ =


xy
z

 ∈ R3, A

xy
z

 = λ

xy
z


On cherche une base des sous espaces propres.
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Exemple
(partie 2 sur 6)

Pour E4, on résout :1 6 −3
9 −2 −3
9 6 −11

xy
z

 = 4

xy
z

⇔

x + 6y − 3z = 4x

9x − 2y − 3z = 4y

9x + 6y − 11z = 4z

En procédant par réduction de Gauss, on a :
−3x + 6y − 3z = 0

9x − 6y − 3z = 0

9x + 6y − 15z = 0

⇔


−x + 2y − z = 0

3x − 2y − z = 0

3x + 2y − 5z = 0

I On peut multiplier la première ligne par -1 pour mettre un 1 devant x et l’utiliser
comme pivot.
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Exemple
(partie 3 sur 6)


x − 2y + z = 0

4y − 4z = 0

8y − 8z = 0

⇔

{
x − 2y = −z
y = z

⇔

{
x − 2z = −z
y = z

Finalement, on obtient x = z , y = z , donc :

E4 =


xy
z

 ∈ R3,
x = z
y = z

 =


zz
z

 , z ∈ R

 = Vect


1

1
1

 .
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Exemple
(partie 4 sur 6)

Même procédure pour −8 :1 6 −3
9 −2 −3
9 6 −11

xy
z

 = −8

xy
z

⇔

x + 6y − 3z = −8x

9x − 2y − 3z = −8y

9x + 6y − 11z = −8z

On obtient l’équation :

9x + 6y − 3z = 0⇔ 3x + 2y − z = 0.

On choisit x et y libres, d’où z = 3x + 2y , et :

E−8 =


 x

y
3x + 2y

 , x , y ∈ R

 = Vect


1

0
3

 ,
0

1
2

 .
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Exemple
(partie 5 sur 6)

Conclusion :

E4 = Vect


1

1
1

 , E−8 = Vect


1

0
3

 ,
0

1
2

 .

On remarque que ∣∣∣∣∣∣
1 1 0
1 0 1
1 3 2

∣∣∣∣∣∣ = −4 6= 0.

Ainsi, on a 3 vecteurs linéairement indépendants dans un espace de dimension 3, donc

B =


1

1
1

 ,
1

0
3

 ,
0

1
2

 forme une base de R3.
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Exemple
(partie 6 sur 6)

On peut maintenant changer de base :

PB→Bc =

1 1 0
1 0 1
1 3 2

 , PBc→B =
1

4

 3 2 −1
1 −2 1
−3 2 1


et on a la relation :

PBc→BAPB→Bc =

4 0 0
0 −8 0
0 0 −8

 .
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Exemple où u n’est pas diagonalisable

On considère l’endomorphisme dont la matrice dans la base canonique est :

A =

2 −1 −1
2 1 −2
3 −1 −2


I On calcule :

PA(λ) =

∣∣∣∣∣∣
2− λ −1 −1

2 1− λ −2
3 −1 −2− λ

∣∣∣∣∣∣ = −1 + λ+ λ2 − λ3

I On factorise : −1 + λ+ λ2 − λ3 = −(λ+ 1)(λ− 1)2

I Ainsi, 1 et −1 sont valeurs propres, on cherche une base de chaque sous-espace
propre.
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Exemple où u n’est pas diagonalisable

Pour E1, on résout :2 −1 −1
2 1 −2
3 −1 −2

xy
z

 =

xy
z

⇔


2x − y − z = x

2x + y − 2z = y

3x − y − 2z = z

On obtient : 
x − y − z = 0

2x − 2z = 0

3x − y − 3z = 0

⇔


x − y − z = 0

x = z

2y = 0

Ainsi,

E1 = Vect


 1

0
−1

 .
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Exemple où u n’est pas diagonalisable

Pour E−1, on résout :2 −1 −1
2 1 −2
3 −1 −2

xy
z

 = −

xy
z

⇔


2x − y − z = −x
2x + y − 2z = −y
3x − y − 2z = −z

On obtient : 
3x − y − z = 0

2x + 2y − 2z = 0

3x − y − 3z = 0

⇔

{
z = 0

x + y = z

Ainsi,

E−1 = Vect


 1
−1
0

 .
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Exemple où u n’est pas diagonalisable

Conclusion
On a

E−1 = Vect


 1
−1
0

 , E1 = Vect


 1

0
−1

 .

Or, clairement :
E−1 ⊕ E1 6= R3.

Donc A =

2 −1 −1
2 1 −2
3 −1 −2

 n’est pas diagonalisable.
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Quand la matrice n’est pas diagonalisable

Remarque

Il existe un résultat général qui affirme que toute matrice est semblable à une matrice
triangulaire.

Dans le cas de A, on a :2 −1 −1
2 1 −2
3 −1 −2

 =

1 1 0
1 0 −1
2 1 0

−1 0 0
0 1 1
0 0 1

−1 0 1
2 0 −1
−1 −1 1


où 1 1 0

1 0 −1
2 1 0

−1

=

−1 0 1
2 0 −1
−1 −1 1

 .
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Ce n’est pas une question de polynôme caractéristique

Considérons la matrice

B =

1 0 −2
0 1 −2
0 0 −1


Alors, on a :∣∣∣∣∣∣

1− λ 0 −2
0 1− λ −2
0 0 −1− λ

∣∣∣∣∣∣ = −1 + λ+ λ2 − λ3 = −(λ+ 1)(λ− 1)2

Mais dans ce cas, on peut montrer que :

E1 = Vect


1

1
1

 , E−1 = Vect


0

1
0

 ,
1

0
0

 .
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Ce n’est pas une question de polynôme caractéristique

On a alors clairement

Vect


1

1
1

⊕Vect


0

1
0

 ,
1

0
0

 = R3,

et il vient :

B =

1 0 −2
0 1 −2
0 0 −1

 =

1 0 1
1 1 0
1 0 0

−1 0 0
0 1 0
0 0 1

0 0 1
0 1 −1
1 0 −1


Ainsi B est diagonalisable.
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Rappel: calcul de Am

Si A est diagonalisable, il existe une matrice diagonale D et une matrice de
changement de base P telle que:

D = P−1AP ou A = PDP−1.

Alors, on a

Am = (PDP−1)m = (PDP−1)(PDP−1) · · · (PDP−1)︸ ︷︷ ︸
m fois

= PD(P−1P)D(P−1P) · · · (P−1P)DP−1︸ ︷︷ ︸
m fois

= PDmP−1,

avec Dm = Diag(λm1 , λ
m
2 , · · · , λmn ).
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Lien avec les équations différentielles

Pour l’exercice, considérons l’équation :

ẍ(t)− 3ẋ(t)− 10x(t) = 0.

On peut résoudre cette équation avec l’équation caractéristique :

r2 − 3r − 10 = 0

qui a deux racines : r1 = −2 et r2 = 5. Ainsi, on obtient :

x(t) = c1e
−2t + c2e

5t ,

où c1 et c2 sont déterminées par les conditions initiales.

Question :
D’où ça vient ces fonctions?
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Rappel sur les EDO linéaires du second ordre

On considère une équation différentielle linéaire d’ordre 2 :

ay ′′(t) + by ′(t) + cy(t) = f (t), a 6= 0.

I On commence par résoudre l’équation homogène:

ay ′′(t) + by ′(t) + cy(t) = 0, a 6= 0.

I On cherche des solutions de la forme y(t) = ert .

I On obtient le polynôme caractéristique :

P(r) = ar2 + br + c .
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Forme générale des solutions de l’équation homogène
La forme des solutions dépend des racines de P(r).

Cas 1 : deux racines réelles distinctes r1 6= r2

yh(t) = C1e
r1t + C2e

r2t .

Cas 2 : racine double r1 = r2 = r

yh(t) = (C1 + C2t)ert .

Cas 3 : racines complexes r = α± iβ

yh(t) = eαt (C1 cos(βt) + C2 sin(βt)) .
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Équation non homogène
Si on revient à l’équation initiale :

ay ′′(t) + by ′(t) + cy(t) = f (t).

La solution générale est :

y(t) = yh(t) + yp(t),

où yh est une solution de l’équation homogène et yp une solution particulière.

I Si f (t) est un polynôme de degré n, on cherche fp comme un polynôme de
même degré.

I Si f (t) est de type sin(ωt) ou cos(ωt), on essaie

yp(t) = A cos(ωt) + B sin(ωt).

I Attention : si la fonction testée est déjà solution de l’équation homogène, on
multiplie l’essai par t (ou t2 si nécessaire).
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Solution par l’algèbre ẍ(t)− 3ẋ(t)− 10x(t) = 0

I En posant X (t) =

[
x(t)
ẋ(t)

]
, l’équation peut se réécrire :

[
ẋ(t)
ẍ(t)

]
=

[
0 1

10 3

] [
x(t)
ẋ(t)

]
⇔ Ẋ (t) = AX (t),

I Si l’équation était en une dimension, la solution serait évidemment :

X (t) = etAX (0).

I Il se trouve que cette équation est encore valable, si l’on définit l’exponentielle par

etA = I2 + (tA) +
1

2
(tA)2 + · · ·+ (tA)n

n!
+ · · ·

I Il nous faut donc calculer An.

59 / 77 Chapitre 3 - Réduction des endomorphismes



Diagonalisation de A
I On calcule les valeurs propres:∣∣∣∣−λ 1

10 3− λ

∣∣∣∣ = −λ(3− λ)− 10 = λ2 + 3λ− 10 = (λ− 5)(λ+ 2).

I Trouve E−2 = Vect

{[
−1
2

]}
et E10 = Vect

{[
1
5

]}
.

I On calcule les matrices de changement de bases:

PB→Bc =

[
−1 1
2 5

]
, et PBc→B =

1

7

[
−5 1
2 1

]
.

I On trouve : [
0 1

10 3

]
=

[
−1 1
2 5

] [
−2 0
0 5

]
× 1

7

[
−5 1
2 1

]
= PB→Bc ∆P−1

B→Bc .

où ∆ est la matrice diagonale.
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Exponentielle de A

I Rappelons que etA =
∑+∞

k=0
(tA)k

k!

I On remplace A = PB→Bc ∆P−1
B→Bc :

etA =
+∞∑
k=0

tk

k!

(
PB→Bc ∆P−1

B→Bc
)k

=
+∞∑
k=0

tk

k!
PB→Bc ∆kP−1

B→Bc ,

I On peut alors mettre en facteur les matrices de changement de base :

etA = PB→Bc

(
+∞∑
k=0

tk

k!
∆k

)
P−1
B→Bc , où ∆k =

[
(−2)k 0

0 5k

]
.

I Donc :

etA = PB→Bc

[∑+∞
k=0

tk

k! (−2)k 0

0
∑+∞

k=0
tk

k! 5k

]
P−1
B→Bc .
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Exponentielle de A

On obtient finalement :

etA =

[
−1 1
2 5

] [
e−2t 0

0 e5t

]
× 1

7

[
−5 1
2 1

]
=

[
5
7e
−2t + 2

7e
5t −1

7e
−2t + 1

7e
5t

−10
7 e−2t + 10

7 e5t 2
7e
−2t + 5

7e
5t

]

Enfin, comme

[
x(t)
ẋ(t)

]
= X (t) = etAX (0) = etA

[
x(0)
ẋ(0)

]
, on obtient la solution :

x(t) =

(
5

7
e−2t +

2

7
e5t

)
x(0) +

(
−1

7
e−2t +

1

7
e5t

)
ẋ(0),

= e−2t

(
5

7
x(0) +

1

7
ẋ(0)

)
+ e5t

(
2

7
x(0) +

1

7
ẋ(0)

)
.
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Exercice bonus
On veut résoudre y ′′(t)− 4y ′(t) + 4y(t) = 0.

1. Poser Y (t) =

[
y(t)
y ′(t)

]
, et trouver A tel que Y ′(t) = AY (t).

2. Montrer que A n’est pas diagonalisable. Changer de base pour

B =

{[
1
2

]
,

[
−1/2

0

]}
.

3. Montrer par récurrence que

[
2 1
0 2

]k
=

[
2k k2k−1

0 2k

]
.

4. En déduire que

etA = PB→Bc

[∑+∞
k=0

tk

k! 2k
∑+∞

k=0
tk

k!k2k−1

0
∑+∞

k=0
tk

k! 2k

]
P−1
B→Bc .

5. Trouver la solution de l’EDO. Indication :[∑+∞
k=0

tk

k! 2k
∑+∞

k=0
tk

k!k2k−1

0
∑+∞

k=0
tk

k! 2k

]
=

[
e2t te2t

0 e2t

]
.
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Solution

1. On trouve A =

[
0 1
−4 4

]
.

2. On a PB→Bc =

[
1 −1/2
2 0

]
et donc

PBc→B = P−1
B→Bc =

[
0 1/2
−2 1

]
.

Dans la nouvelle base, on obtient :[
0 1
−4 4

]
=

[
1 −1/2
2 0

] [
2 1
0 2

] [
0 1/2
−2 1

]
3. Direct.

4. Astuce habituelle.

5. On réindexe simplement la série :
∑+∞

k=0
tk

k!k2k−1 = t
∑+∞

k=0
tk−1

(k−1)!k2k−1 = te2t .
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Un système en trois dimension

On veut résoudre le système

(S)


x ′(t) = −x(t) + y(t) + z(t)
y ′(t) = x(t)− y(t) + z(t)
z ′(t) = x(t) + y(t)− z(t)

où x , y et z sont des fonctions de R→ R.
Soit B = {e1, e2, e3} la base canonique de R3 et soit ~u:

~u(t) = x(t) e1 + y(t) e2 + z(t) e3

Comme les vecteurs de la base canonique ne dépendent pas du temps,

~u ′(t) = x ′(t) e1 + y ′(t) e2 + z ′(t) e3.
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Un système en trois dimension

X (t) = Mat(~u(t),B) =

x(t)
y(t)
z(t)

 , ∀t ∈ R.

Nous avons donc

X ′(t) = Mat(~u ′(t),B) =

x ′(t)
y ′(t)
z ′(t)

 ,
et le système (S) s’écrit

X ′(t) = BX (t) avec B =

−1 1 1
1 −1 1
1 1 −1

 .
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Un exemple

On cherche à diagonaliser B.

I Le polynôme caractéristique de B est :

PB(λ) =

∣∣∣∣∣∣
−1− λ 1 1

1 −1− λ 1
1 1 −1− λ

∣∣∣∣∣∣ = −λ3 − 3λ2 + 4.

I On remarque que 1 est une racine de PB , ce qui permet de factoriser :

PB(λ) = −λ3 − 3λ2 + 4 = −(λ− 1)(λ+ 2)2

I Ainsi, nous cherchons une base de E1 et E−2.
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Un exemple

I Pour E1, nous résolvons :−1 1 1
1 −1 1
1 1 −1

xy
z

 =

xy
z

⇔

−x + y + z = x

x − y + z = y

x + y − z = z

I On trouve E1 = Vect


1

1
1


I On pose v1 =

1
1
1

.
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Un exemple

I Pour E−2, nous résolvons :−1 1 1
1 −1 1
1 1 −1

xy
z

 = −2

xy
z

⇔

−x + y + z = −2x

x − y + z = −2y

x + y − z = −2z

I On trouve E−2 = Vect


 1

0
−1

 ,
 0

1
−1


I On pose v2 =

 1
0
−1

 et v3 =

 0
1
−1

.
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Un exemple
I On vérifie que V = {v1, v2, v3} est une base,
I On en déduit que B est diagonalisable et

PV→Bc =

1 1 0
1 0 1
1 −1 −1


I On calcule son inverse :

P−1
V→Bc =

1

3

 1 1 1
2 −1 −1
−1 2 −1

 .
I Et la relation suivante est vérifiée :

P−1
V→BcBPV→Bc =

1 0 0
0 −2 0
0 0 −2

 = D.
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Un exemple
I On exprime maintenant la solution ~u(t) dans la base V = {v1, v2, v3} :

X1(t) = Mat(~u(t),V) =

x1(t)
y1(t)
z1(t)

 ,∀t ∈ R,

I On a encore X ′1(t) = Mat(~u ′(t),V) =

x ′1(t)
y ′1(t)
z ′1(t)

 ,
I Comme PV→Bc est la matrice de passage de V vers Bc , on a les relations:

X (t) = PV→BcX1(t), X ′(t) = PV→BcX
′
1(t).

où PV→Bc =

1 1 0
1 0 1
1 −1 −1


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Un exemple

I Rappelons que X (t) vérifie

X ′(t) = BX (t) avec B =

−1 1 1
1 −1 1
1 1 −1

 .
I En remplaçant X (t) = PV→BcX1(t), X ′(t) = PV→BcX

′
1(t), on obtient :

PV→BcX
′
1(t) = X ′(t) = BX (t) = BPV→BcX1(t)

I Ainsi, on obtient :

X ′1(t) = P−1
V→BcBPV→BcX1(t) = DX1(t), avec D =

1 0 0
0 −2 0
0 0 −2

 .
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Un exemple

I Résoudre le système différentiel :

x ′(t) = −x(t) + y(t) + z(t)
y ′(t) = x(t)− y(t) + z(t)
z ′(t) = x(t) + y(t)− z(t)

I équivaut à résoudre : 
x ′1(t) = x1(t)
y ′1(t) = −2y1(t)
z ′1(t) = −2z1(t)

I avec la relation X (t) = PV→BcX1(t).
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Un exemple
I On a alors clairement :

x1(t) = x0e
t

y1(t) = y0e
−2t

z1(t) = z0e
−2t

I où x0, y0 et z0 sont des constantes arbitraires.

I Les fonctions initiales x , y et z sont donc données par :

X (t) =

x(t)
y(t)
z(t)

 =

1 1 0
1 0 1
1 −1 −1

 x0e
t

y0e
−2t

z0e
−2t


=

 x0e
t + y0e

−2t

x0e
t + z0e

−2t

x0e
t − (y0 + z0)e−2t

 .
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Etude d’une suite récurrente
On cherche les suites réelles (un)n∈N, (vn)n∈N et (wn)n∈N telles que (u0, v0,w0) ∈ R3

et pour tout n ∈ N,

(S)


un+1 = −un + vn + wn

vn+1 = un − vn + wn

wn+1 = un + vn − wn

On définit pour tout entier n la matrice colonne Xn =

un
vn
wn

 et alors :

(S)⇐⇒ Xn+1 = BXn où B =

−1 1 1
1 −1 1
1 1 −1

 .

On vérifie facilement par récurrence que

∀n ∈ N, Xn = BnX0.
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Etude d’une suite récurrente
Il faut donc calculer Bn. Or, B est diagonalisable et on trouve

P =

1 1 0
1 0 1
1 −1 −1


telle que

D =

1 0 0
0 −2 0
0 0 −2

 = P−1BP avec P−1 =
1

3

 1 1 1
2 −1 −1
−1 2 −1

 .

On a donc :

Bm = P

1m 0 0
0 (−2)m 0
0 0 (−2)m

P−1
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Etude d’une suite récurrente

Si on revient à Xn, on trouve:

Xn =

un
vn
wn

 = P

1m 0 0
0 (−2)m 0
0 0 (−2)m

P−1

u0

v0

w0


=

1

3

1 + (−1)n2n+1 1 + (−1)n+12n 1 + (−1)n+12n

1 + (−1)n+12n 1 + (−1)n2n+1 1 + (−1)n+12n

1 + (−1)n+12n 1 + (−1)n+12n 1 + (−1)n2n+1

u0

v0

w0


=

1

3

u0(1 + (−1)n2n+1) + (v0 + w0)(1 + (−1)n+12n)
v0(1 + (−1)n2n+1) + (u0 + w0)(1 + (−1)n+12n)
w0(1 + (−1)n2n+1) + (u0 + v0)(1 + (−1)n+12n)

 .

On peut donc calculer toutes valeurs de la suite Xn.
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