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Chapitre IV : L'oscillateur harmonique (a une dimension) @

|) Motivations et importance de I'oscillateur harmonique en RPysique

1) « Petits » mouvements par rapport a une position d’équilibre

» Le potentiel (dans ce chapitre, on appellera par abus « potentiel »
I'énergie potentielle du systeme) est localement assimiéabiee parabole :
Parabole « osculatrice »

»

V(X) 4

position d’'equilibre ¥

V(x) est localement (autour dg)»xapproché par un potentiel harmonique
2

du type V(x) :V(x0)+v'(xo)(x—x j+%v”(xo)(x—x ] (développement limité)
\_Y_/ 0 0

0



O

On peut ainsi traiter les problemes des petits mouvements daonhrat

—» des atomes au sein de la molécie® molécule diatomique

On fait alors apparaitre les niveaux d’énergie quantifiés de wahrdé la molécule

Mise en évidence expérimentale par spectroscopie infra-rouge

Ordre de grandeur : I'énergie entre deux niveaux de vibration correspond
a une longueur d’'onde de 12 um

— des atomes au sein d’'un matériau solide cristallin

Mise en évidence expérimentale par ex par spectroscopie Raman

Ecart entre niveaux de vibration dans GaAs correspond & une longueur
d’onde de I'ordre de 35 pum

On introduit une quasi-particule appelée phonon dont le quantum d’énergie
correspond a I'écart d 'énergie entre 2 niveaux successifs ddobpabir
plus loin)



2) Etude du champ électromagnétique @

On peut montrer que le champ électromagnétique est d’'un point de vue égumellent a
un ensemble d’oscillateurs harmoniques indépendants

Lorsqu’on traite ces oscillateurs en mécanique quantiqgue, on fai@ippar
des niveaux d’énergie quantifiés pour chaque oscillateur.

On introduit un corpuscule appelé photon associé a chaque oscillateur

Le quantum d’énergie du photon est égal a I'écart d’énergie entre deaxxive
successifs de l'oscillateur en ques



Il) L'oscillateur harmonique en mécanique classique @

. . . : : 1, 2
Particule de masse m possédant une énergie potentielle de la WNTFEE kx

k est une constante réelle positive

. : dv
La particule subit une forceF, = v —kx

Ex: masse m liée a un ressort (k est alors la raideur durtless

<i:-kx
AN

Lorsque I'on néglige les frottements, le systemeesservatif, c’est a dire que
I'énergie totale du systeme est constante au cours du temps.

Le mouvement de la particule est regi par le principe fondamenitaldy@amique

dp_ O°X__ _ o o
a_"ae =R=-kx  Equation différentielle du second ordre a coefficients constants




solution k
—— [X(t) =X, cos@t — ¢) avec W4

X, et$ sont déterminées par les conditions initiales (vitesse, position)
2

2 P
L'énergie totale vautE = T ) s e = x 1 el Mo’ X2
2 \ dt 2 2m 2 2

Plus I'amplitude du mouvement est grande, plus I'énergitotale est grande

lIl) L'oscillateur harmonique en mécanique quantique

Pour exprimer le Hamiltonien quantique de I'oscillateur, on reméscgrandeurs

N N

b, et x par les observableg Bt X qui vérifient [X , Py ] =1nld

B . . pe )
:_X l 2:_)( l 2
H= o F oKX =5 5 Mk X

Ce Hamiltonien est indépendant du temps

Cherchons les états stationnaifé)s>



Cela revient & résoudre I:I‘¢> = E¢)
En représentatiofx'®) , celas ’écr(tXlD‘HA‘¢>:<X1D‘E‘¢>

Principe de correspondance

-n° d°9(x) 1

A 4

2m  dx? 2

+—MmMw

"X*9(x) = Ep(x)

N\

V) Etude des niveaux d’énergie : valeurs propres de H

1) Résolution: valeurs propre:

~ P 1 2
H 2m+2ma)2x

@

Equation différentielle
du second ordre a
coefficients non constants

changement de variable: on définit les opérateurs sans dimension

~ " A 1
1= %}X et U=

:

Py

ona|[3a]=iid




>
>

ldée: si [ étaient des opérateurs qumetient, on pourrait écrire
07 +02)= ( —|D)(D +i0)

Comme [D DJ , ON Ne peut pas I'écrire maiga voir que

I'introduction d’opérateurs proportionnels @ —1 DA) t (@ +1 |j)

permet de simplifier considérablement la résolution de | 'équatiprvaeurs propres

On pose donc : QZ%(@H D") Operateur échelle annihilation

é.+:%(ﬂ — DA) Operateur échelle création

0 et O étant hermitique$, a €t me le sont pas, mais sont adjoints I'un de l'autre



On peut inverser les relations précedentes :

ﬁ:%(awa)
1o
On a |_A M’] Id

car :[3,8° :%[ﬁ +il,0 —iﬁ]:%[ﬁ,ﬁ]—%[ﬁ,ﬁ]:i—z(—iid)—i—2(de)

Nous allons exprime& (ﬁz +[12) en fonctio@d@ ; développon&a*a
2

— 1@2 +12) = 38+ 2id
2 2



Onpose ([N =a'a

N est hermitique : N*=N ((é+é)+:é+(

N\
H s’écrit alors

N . N
Les vecteurs propres de H sont aussi les vecteurs propres de N

N
Les valeurs propres de H sont égaleB@

. hw
on ajoute —_—

2

A+

a

H =Aw (N +%“|d)

E,=ha(v+3)

v est réel

fdxizsccté\ N (notéeg) auxquelles



On peut démontrer que (voir Annexe 1) : @

AN
Les valeurs propres de N sont entieres et notées ny; _
N ¢n> _ n‘ ¢n>

Les vecteurs propres sont n igs
N est souvent appelé « opérateur numéro »

N
_, Lesvaleurs propres de H de l'oscillateur harmonique sont :

- 1 n est entier : 0,1,2...
E,=hw(nts5)

On pourrait démontrer que ces valeurs propresnon-déegéeneree
E :ha)(n+%)<—> un seul vecteur prop‘l¢n>

v E
n=3 ,: -
n=2} %h"“ _________ c
n=1 “\ ,": ____________ F_l _a: _________ EZ1
ha 1
n=0 ~_1 77~ 0 """"""""" E, =§hw



2) Retour sur les opérateurs creation et annihilation

@ On peut également démontrer que (voir Annexe 2) :

é+

#,)=n+1lg,..)

&n) =] d,)

9,)=C

)

(b)
()



(=)

@ Image en terme de quanta d’énergie

Supposons le systeme dans un #ﬁl} associé a la vajgerfpr= ha)(n+%)

L'énergie de I'oscillateur harmonique dans I’é}é{& gateé(ahai pres)
a celle d'un systeme comportant n quanta d’enepgie

-

) Role de I'opérateur création

%)

Oscillateur harmoniq
dans I'état | >
n

Appliguons I’opérateu’?%au ket

Létata’ ¢n> est vecteur propre de H associé a iamzplropreEnﬂ:ha)\_(n+1)+%J




L'énergie de l'oscillateur harmonique dans I'égg n> st égale (1% prés)
2

a celle d'un systeme comportant n+1 quanta d'éngygie

@ “‘ n quanta +1
®e O

Oscillateur harmoniqye ﬁ
dans l'étaty*

%)

L'application de I’opérateu?*acorrespond a la « création » d’'un quantum d’énerfig

i) Role de I'opérateur annihilation

Appliquons l'opératedur a au keL¢n>

L'état %¢n> est vecteur propre de H associé a lwr/zp)lroprdfn_lzha)\_(n—l)+%J



L'énergie de I'oscillateur harmonique dans Ie%b?) st égale (ahCU pres) @
a d’énehgie 2

a celle d'un systeme comportant n-1 quant

Oscillateur harmonigye | nquanta -1

dans I'état §*¢n>

L'application de I'opérateut a correspond & « I'annihilation» d’un quantum wdji&vec.




Les opérateurs création et annihilation sont souvent appelés opé«atetedle »

Ar E
n+1
- e R ¥ he T B ¢n+l> S é+
; TR T =)
i S L )
0

Les operateurs créatjon et annihilation nous ont permis de trouvemdErensimple
les valeurs propres de H

lls jouent un réle tres important, par exemple dans le domaine digliemuantique et
de la physique du solide



3) Etats propres de H

a) Niveau fondamental‘¢0> associean=0

D'aprés eq (c) p12, on aé.‘¢0>=o

~ 1 mws .| 1 -

a= X+, |——P =0
Hl(nexei) L))

En représentatiovb(w> (travail & une dimension)

_i5-0

o Tox
N

X — X

) —— (Xio)= (%)



Equa diff du premier ordre

1 mew 1 d B
@(\/ " X”\/Wldx)f”o‘x"o

_mwx®

— Solution: ¢ (X)=Ce #
0

On normalise ‘”¢O(X)‘ dx—l — C = (r:;le 14 —_ ¢0 (X) _ (%)j e_mg)hx

D’apres eq (a) p12 (pour n=0), on a:
4,)=48"|4,) e ACE (w/m“’ \/}» ()

en représ,entatlo¢x1D

— ¢ (X) = [ (n;_lwn xe_m;)hx -

1/4
mao ma
de méme, on peut calcul@r(X) ¢ (x) = ( j (2— X -De #
2 41h h

(introduction de a et'a&>simplification du pb!)

de méme, on pourrait calculér (X)
n



Allure des fonctions d’ondes et des densités de probalbis correspondantes pour
les niveaux n =0, 1, 2, 10 (voir feuille)
@ plus n est grand (plus I'énergie totale est grande), plus I'externsatiale de la fonction
d’onde est grande— En mécanique classique, une énergie totale élevée
correspond a une grande amplitude

@ Lorsque n est grand (donc lorsque I'énergie totale est grande), la fitélabprésence
de la particule est plus forte aux deux extrémites de I'extensitialspde la fonction d’onde
< En mecanique classique, la vitesse de la particule est nulexagrmités du mvt :
Elle y « passe » plus de temps



V) Discussion physique

8,)

N N
1) Valeur moyenne et écarts quadratiques moyens des obsenedR, et X dans un état

(a+a’)
mao 2mao

P = /45”"; 71 L‘Z“’(é*—é)
I

~ h A a4 h At h A
(00[X100) = | oo (90 [+ & 80) = 5 (087 80) + | —(4:[840)
B /h(n +1) / hn _
- mew <¢n ¢n+1> + R)<¢n ¢n—1> =0
(Rappel: les ¢n> constituent une base orthonormeesgade)
A 1 |mai At A 1 |mai ot 1 |mai A
(8 [B]8,) = o (0, A -ag,) = T g g ) - T (g, g )




(2

Récapitulons <¢ X| @ >:O Quelque soit I'etat propv\ébn> de l'oscillateur harmonique,
" " la position moyenne et I'impulsion moyenne sont nulles

1 /madin

~ 1\/maﬁ(n +1)
- ¢n+1>_-_
| 2

i 2

(8,

(8,

$o1)=0

(4,|P

ax = (X7 = (X)7 = (%)

Calculde<>€2> <>,<\2>:<¢n >22¢n>:<¢n Zrzw(é++é)(é++é)¢n>
= (g, |50 (8 v aa" +a'arat)g,)
= (9|50 eaar i), )= -1 (2n+1)
B ~ o\ _ h 1
., AX = <x >_ ——(n+2)




de méme :AP, = \/<|5x2>‘ (<|3x >)2 = \/@ @

s AXAP, :h(n+%)

h
Ceci est compatible avec l'inégalité de HeisenbedgXA P, = 5

La borne inférieure est atteinte pour n =0

2) L'état fondamental de l'oscillateur harmonique

En mécanique classique, I'état fondamental de I'oscillateur possédéenergie nulle
la position et la vitesse de la particule sont nulles (partpagdionnée en 0 et immobile)



En mécanique quantique, la situation est tres difféerente : iagtdamental de

I'oscillateur possédane énergie non nulke, :Ehw

La fonction d’onde associée possede une certaine extension spatiale

hi
2m w

caractérisée paQA X =

La différence entre les résultats classiques et quantiques est due au principe
d’incertitude de Heisenberg qunterdit de minimiser a 0 simultanément énergie
cinétique (liee a I'impulsion) et énergie potentielle (liée ad position)

L'énergie de I'état fondamente résulte donc d’'un compromi: poui leque la somm

de ces deux énergies est la plus faible possible

(=



lllustration: un exemple d 'utilisation du concept d’oscillateur harmoniﬂuphysiqu@

du solide : le phonon

A) Notion de phonon

électron

Le solide :
Réseau cristallin

Electrons + « ions » en interaction
(«ions » = noyaux +électrons di
couches profondes)

Le hamiltonien du systeme global s’écrit :

H\:HAe'H;l\i +|;I\e—i




‘ Description des électronksl,

En premiére approximation,H,

(2

peut étre vu comme décrivariaamble d’électrons

indépendantsous l'influenced’'un potentiel moyen di aux autres électrons et aux ions
du cristal les ions du cristal étant considérés confies par rapport a leur position

d’équilibre

électrons indépendants
® o
@

~ Zone dans laguelle le potentiel est

~ périodique



Description des ions (mouvements de vibrations couplés autour de Iemrpo
d’équilibre => ondes de vibration)

~ decrit le systeme des ions en interaction. Ce systeme sgst@éme

Hi d’oscillateurs harmoniques couplés. Il est possible re-écriresflemment
le hamiltonien sous la forme de la somme d’hamiltoniens d’oscilate
harmoniques indépendants. Chaque oscillateur possede sa pulgation

/\

5% 4 " 1
H, =heo,, (80,8, + )+h (858, + )+

E hwl(nal+ ) h Z(naz 1)-l_
2 Quanta d’énergie

o . correspondant
a l'oscillateur
. ° .4/ .
de pulsationw
- :
( J
. Quanta d’énergie
.| —— correspondant
¢ - a l'oscillateur

Cristal dans un état de vibration donné de pulsatlona)az

L'énergie du cristal parcouru par des ondes de vibration (a gauclégpésa
une constante pres a celle de I'ensemble des quanta d’énergieggdecla

de droite Ces quanta d’énergie ou « excitations élémentaires » sont
appelés phonons




- Description de I'influence des mouvements de vibration des ions G
(ondes de vibration) sur les électrons

He—i [
o. ° . s
® O .‘
.‘. | .
o

L'introduction des excitations élémentaire phonon » permet de remplace
mmmm) UNE ViSION électron-Onde de vibration

& -/

Electron Onde de vibration
par . N . e . ,
mmm) \/ision entierement corpusculaire : diffusion (« collision »glectron-phonon

Electron (corpusculi @ Phonon (corpuscule)
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FIGURE 3.18. Resistance of platinum as function of temperaturs.

Ces diffusions sont par exemple responsablé'sidgmentation de la resistivité des métaux
avec la temperature (car augmentation de la probabilité des chizsdhil’augmentation
du nombre de phonons avec la température)



B ) Comment mesurer I'énergie d'un phonon?

‘ Spectroscopie Raman

laser beam

scanning

, reflected .
ample | entrance slit double
cryostat dser e AT

spectrometer computer

scattered P P
light CCD array
detector

N7
collection

lenses



Principe @

phonon
-------------------- “Emission Photon Anti- Stokes
Raie phonon

Rayleigh | acar| 577

- Photon
Stokes

Lase

Raie

Rayleigh
Raie Stokes
Rale Anti-Stokes

>

hC(Jphonon

< »

h Cuphonon

»
>

v
m




Raman signal (a.u.)

Raies

Stokes

<

#1 Cphonon

\ 4

Raies Anti-Stokes

\
A ’\ GaAs

I\ “ InP
,\ ‘\ AlSb

h (1.nhonorp

300K _J\J\‘ GaP

i 1

200

300 400
Energy shift (cm™)

v

v
I_I.I

Fig. 10.11 Raman spectra for the TO and
1.0 phonons of GaAs, InP, AlSb and GaP at
300 K using a Nd: YAG laser at 1.06 pm. The
spectra are plotled against the wave number
shift: 1cm™" is equivalent to an energy shift
of 0.124 meV. The LO mode is the one at
higher frequency. After [4], copyright 1972
Excerpta Medica Inc., reprinted with permis-
sior.



N
Annexel bémonstration : valeurs propres de H de I'oscillateur harmoniqu

A Vd .
H s’écrit

N _ N
Les vecteurs propres de H sont aussi les vecteurs propres de N

N
Les valeurs propres de H sont égaleB@

. hw
on ajoute —

2

E, =ha(n+3)

n est entier : 0,1,2...

H =xw (N +%“|d)

E,=ha(v+3)

v est réel

e.

fdJJes;antdé\ N (notéeg) auxquelles



N N
Etudedu spectredeN et deH

|) Lesvaleurspropresde N sont positivesv 20

Soit ¢V> ket propre associ& a

Démonstration ;

(¢.a"dp,)=(4N

8,)=V(8,|p,)=V|d,
=2 Jan.))=[A,




V> ket propre non nul et soivaleur propre de N

(*) Siv=0 Q¢O>:o

(*)Siv#£0 Si

(i) | Soit

N
¢V> ket propre de N associé a la valeur propr,

e

Alorsa¢v> ket propre d/é N associé a la valeur pregdre

Démonstration :

O {(2. ]2

(**)
N{ap, Faa)dp, \=@a—Td)ap, =aaag, -4,
=aNig, )-a¢,)=aug, )-ag, )=(v-1)ag,)

v=0—> é\*¢o>zo

2

9.))=[a




¢V> ket propre de N associé a la valeur propre

AN R
¢V> ket propre de N associé a la valeur propis

(i)|SivZ0 Sj

Alors "

\V

Démonstration :

Nae,))=(@aa

g,)=4&"(&"a+id)g,)=a"(N+Id) 4,)

$,)=4"(@a")
=(v+)alp,)

(iv) Montrons quev est entier
déemonstration par I'absurde

Supposons que I N, alorsCinON n<v<n+l

En appliquant 'opérateur & (n+1) fois au l<1¢v>

N
¢V> est ket propre de N associé a la valeur propre

— a¢v> est ket propre associé a la valeur propfe



On I'applique une deuxieme fois

é(%¢v>) est ket propre associé a la valeur prop&

On I'appligue une n+Emefois

@y

Orv-(n+1)< 0 : c’est impossible!!!

¢V> est ket propre associé a la valeur propfa+1)

V est entier

N
Conséquence :Les valeurs propres de N sont entieres et notées

Les vecteurs propres sont naigs
N est souvent appelé « opératelir numéro »

'N|g,)=n4,)

_, Lesvaleurs propres de H de l'oscillateur harmonique sont :

E, =ha(n+3)




AnNnexe2: Construction et propriétés des

N
§0n> kets propres normes de H

on sait que

Mo Ud  mox?
X)=|—| e
400() (;mj

Q: comment construire les états propres suivant pour n > 1 ? par récurrence

‘(00> est connu et normé : <(p0 ‘¢o> =1

N
on sait que é*‘ @, > est vecteur propre de H associé a la valeur propre
correspondantan=1

N
Or les valeur propres de H sont non-dégenereées, donc‘ ) > est nécessairement

proportionnel a 4" ‘ @, >



- ‘gﬁl > = Dé+‘(0o> avec D tel que <(01 ‘§01>
(@il Dl (gl 4Dl (rfic+a-dlg)

¢o>:‘D‘2+‘D‘2<¢o ‘N‘¢o>
v

On peut refaire le méme raisonnement a 1’ordre n: on suppose que 1’on connait

¢n—1> —
(Dn_1> avec K tel que <§0n ¢n> =1

et que cet état est norme <(Dn_1

Alors

:‘D2<¢o ‘¢o>+‘D2<(Po

a‘a

1

2
— ‘D‘ =1 == D=1 (aun facteur de phase prés) 0

- ‘¢1>:é+

0, )= Ka’

0,)=|K["{o, ,[aa"

(o,

1 4

¢n>:ﬁa+

—

2

1

¢n—1> =
=|K|" +|K["(n-) =n|K|

(Dn -1 >

§0n -1 >

N

K| +|K[*{g,4|N

§0n—1>

==p K =1/n¥2(a un facteur
de phase pres)



1 A+
0 ¢n>=%a+ Pra) —0|00s) = =)
(i) dans () —— |,) = \m\/lﬁ a'a’|o,.,)

2

Etc... —

¢>=%(a)

1 .
¢n>:ﬁa

Récapitulons :

"|Ps) @

¢>=%(a) )

2

Donc, connaissant ‘(DO> , on peut calculer tous les etats propres



Complément : Application des opérateurs a et a* sur les états ‘ @, >
— Application de I’opérateur a*:
D’apres (o), en remplagant n par n+1 ; é+‘ (0n> =4/N -I—l‘ (0n+1>

— Application de I’opérateur 2 :

) = %a a'|p,,) = %(aa +1) @)
d’apTrés (a)

\/_

Récapitulons :

o) = ) = o)

' §0n> — m‘ (0n+1> (Y)
dp,)=Vnlp,) @)




