Chapitre V : Le moment cinétique en mécanigue quamjue

) Intérét du moment cinétique en mécanique quantique

II) Relations de commutation des moments cinétiques
Moment cinétique orbital, Moment cinétique (généralisation)

lIl) Spectre d’'un moment cinétique

N N
Valeurs propre: el vecteur propre: de J? el J,

V) Opérateurs « échelle »AJ et j\

V) Base standard et représentation standard du moment cinue

VI) Le moment cinétique de spin
Valeurs et vecteurs propres, matrices de Pauli, moment magned e

VII) Le moment cinétique orbital

Harmoniques sphériques



Chapitre V : Le moment cinétique en mécanigue quamjue @

1) Intérét du moment cinétique en mécanique quantique

1) Le Hamiltonien d’'un systeme eniation peut étre exprimé en fonction
deson moment cinétique orbital

— Mouvement de rotation par ex des molécules
Classification des niveaux d’énergie : - moléculaires

- atomiques

- nucléaires

Observation des niveaux discrets par spectroscopie

» Interprétation microscopique aoagnéetisme
S

2) Le moment cinétique de spin (pas d’analogie en mécanique classique)\ijv

» Interprétation microscopique aoagnéetisme




II) Relations de commutation des moments cinétiques

1) Le moment cinétique orbital

p
En mécanique classique=r [ x = YP, ~ 2B,
Sy = 2B = XP,
p | 1. =Xp, P,
En mécanique quantique, on applique les regles de quantification
Rt L=VR -2,
p - P L {0=2p - %P,




On peut montrer les relations de commutations suivant@gijr Annexe A)

:LX’ Ly:
:Ly’ LZ.‘
[

=inL,
=inL,

=inL,
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2) Le moment cinétiqué (généralisation)

On définit le moment cinétiqu\par des relations de commutatic

(&

On appelle moment cinétiql./l\e(i, i fJ\Z) tout ensemble d’observablé]\,s, /i/ ﬁ\z) qui
vérifient les relations de commutations :
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On définit I’observablle\%l

j‘z

12, 12, 72
J2+ 32+

On peut montrer que : (voir Annexe A feuille manuscrite)

e o
\,]\ ’\,]\X: =0 Ce qui s’écrit également\.:Jz,JJ:O
J%,J,[=0
J2,3,|=0

D’un point de vue physique, cela signifie que I'on peunesurer simultanément
avec une incertitude nulle le carré du moment cinétiquet sa projection suivant
un axe



lIl) Spectre d’'un moment cinétique

a) Valeurs propres

On peut montrer que(voir annexe C)

Les valeurs propres deJ®  valefit1) 72

Les valeurs propres del, valeni

Et pour j donném = -j, -j+1, ....J-1, |

Avec| entier ou demi-entier positif: j=0, 1/2, 1, 3/2, 2, ...

b) Vecteurs propres \IjZ’ sz = (0 Il existe base de kets propres communs

32 j,m) = j(j +Dr? j,m)

| GIFPN

j,m)=nv| j,m)

(RQ ces opérateurs ne constituent
obligatoirement pas un ECOC)

‘ : > est ket propre de* dssocié a la valeur propre j(j#%)
J est ket propre de dssocié a la valeur proprgim



On appelle la base constitués des #dt,sm> |estzaskard

orthonormalité de la base standard

(im|,j\m)=0o .0

m=+ |

> 2 mm|=1d

j m==]




. , N AN
IV) Introduction des operateurs « échelle » J, et J

N

On définit J,=J + in et | J_=J, —in

NB : ces opérateurs ne sont pas hermitiques mais sont adjointie lllautre
Ces opérateurs sont souvent utilisés ds les calculs (voir relatitassen annexe Bl) et
permettent de démontrer les relations de la page 6 de ce cowsr{gdemontrées ds I'annexe

N N .
Action des opérateurs « échelleefJ sur les états ‘ |, m>

On peut montrer que : (démontré partiellement ds annexe BIl)

N

J,

o

j,m>:h\/j(j+1)—m(m+1) j,m+1> et J,

j*+i)=0

3 im=n/i(i+D-mm-D|j,m-1 et J[i=})=0

(&

o [1m0) = |imed) o [jm) < |Lmedy e 1) 50
J




V) Base standard et représentation standard du moment cin€ue

Idée: on peut ranger |es vecteurs de la base standard ds un cedr@gfiorque
les représentations dk J JZ Ja% dans cette base soit des matrices les
plus simples pOSSIb|eS

® Quelque soit I'ordre des vecteurs de la base standard

i) Représentation dejZ jz‘ j,m>
~ i N
0l j.myOe, 3, ] §,m) = ma j, m) | ”\; O)
donc jz estliagonal dans la base standard ‘ J’m> """" v
O\
ii) Représentation deJ? ol
i) Représentation Jz‘j,m> )

0j.m)De, 3% jm) = j(+Da7| jm) \

donc jz estliagonal dans la base standard ‘ J’m> """ J{+Dn




® Cherchons une partition de I'espace des étgts laisse les sous-espaces invaria
parJ, etJ_

C'est-a-dire pat:jx ,jy carjx = (i, + j_)/2 et jy = (j+ —j_)/Zi

Cette partition est ;| € =(+)¢€ () somme directe sur tous les |

Dans ¢ (j), j est fixé et S ESUEY dégenerescence () = 2j+1

Sous espace (j)




3) Représentation d.é , dans la base starfgarttionnee er (j) @
La matrice correspondante est bloc-diagonale

SEem)  deay)

o ™
£(j) (2+1)(2j+1) 0 0 0
£(i) 0 (21+1)(2j'+1) 0 0
0 0 0

N J, -

e PaN

J, sont bloc-diagonalesq J, et J, sontbloc-diagonales

y

Bilan: dans la base standard (partitionnee’€))

ey

J et J? sont diagonales « et J, sontbloc-diagonales

| RN




Récapitulons

{‘ j,m>}k _ base standardpartitionnée e’ (j)
j,m

(1.m? i m) =i +D7°3, .9, |

(,m3,|j,m)=ms 5

(Gomld| i m)=nfi(i+D-mm )5 3

J, J? J, et jy
( h ( ) e ™~
NN
ONJ) TON O) Wy




Généralisation:

©

A priori, méme si \Ijz, sz =0 ,les opératedrzs, J, ne constituent pas un ECOC

.. N, 22 3 A
On choisit une autre observable, notee A telle q]fe, JZ A formentun ECOC

N\
Les valeurs propres de A sont notées k

On va noter la base de kets propres communs aux trois obse}kaljld@

(base standard)

j‘z
J

N

z

A

K, j,m) = j(j +Dn? K, j,m)
K, j,m) =malk, j, m)
K, j,m) =Kk, j,m)




V1) Le moment cinétique de spin

Contrairement au moment cinétique orbital, il n'a pas d’équivalassique | S
Origine : mécanique guantique relativiste (Equation de Dirac)

Mise en évidence expérimentale: expérience de Stern et Gert2) ( .
Image pratique

Spin % : ex spin de I'électron mais fausse

Notations J — S

jz—>éz j—> S
J?—¢? m— m

Spin « 1/2 » cas particulier de la théorie du moment cinétique petézs =4

brdl

http /lIsn.phys.polymtl.ca/pics/spin.jpg

ms= -1/2, +1/2

B dard ! 1
ase standar 2 2
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Une conséquence du moment cinétique de spin : le moment magnétique de’sfeotden

a) Rappel: en mécanique classique, a un électron dont le mouvementrea de rotation
circulaire —— Boucle de courant —— Moment magnétiqug

Le moment magnétique orbital de I'électron s’écrit n= —ﬂ

5 2m,

On applique le principe de correspondance | — L

&

L'opérateur moment magnétique orbital de I'électron s’écrit ﬁ =————L

b) Il existe également un moment magnétique d’origine purement quantique di
au spin de I'électron

L'opérateur moment magnétique de spin de I'électron s’écrit us

Nb1l) Ces moments magnétiques sont a l'originendgnétisme @
Nb2) tout ceci est vrai pour 'électron dans le vide



VII) Le moment cinétique orbital
Ecriture en représentationr @ en coordonnées spheriques

En mécanique classique=T L P  on applique les régles

e L =yp, -2, de qua}r\1tification I:x:YAISz _Z'My
r - R R A A A A~ A

< Iy =2zp,—xp, . w | | | L, =ZB —XP,
_ p - P 2B
Kz_Xpy_ypx N LZ_XPy _YPX

On passe en représentationx <r | k|m> = <x, Y, z| k|m> = wklm(x, Y, z)

- En coordonnées cartésiennes

.

0 5 _ o _ip 0 L =>—i i—zi
X—>.X P—> Ih_x X (yax oy

5 5 ... 0 ) \
Y->y K-> Ihay > { L, :>—ih(zai_xi

- ) X Z)
0z L, =>—1A| X——y—

\ y ~0X)



- On passe en coordonnées sphérim{ﬁ k|m> — <r 0, ¢‘ k|m> =,,.(r,6,9)
(X,y,2)=>(r,6,9)

[ A
L, :>ih(sin¢ 0 _cosp 9 j

00 tanf dg
L =i - 0 ,sing 0
v =7 cosqpag tang 0¢

L= —ih(aj
0¢

2 2
(|:2:>_h2 a + 1 a n 1 a J

06° tanfaf sin® O dg’

A

L, =>nre? 9 +i cotan@i
06 0¢

CL=>ne? -9 4icotang-2-
06 0¢

N
wklm(r , 31 ¢) sont des fonctions propres communes Het/u\_Z



en représentation « r » en coordonnées sphériques,

la base standard S’écrit{wklm(r 1 9’ ¢)}k,l m

N N
fonctions propres communes deédt L,

Ezwkm(r 9. ¢) —> %2 (I +1)¢/klm(r’51 ¢) On peut montrer (annexe D)

~ | estentieret —l<s m< +
I—zl)[/klm(r ) 9’ ¢) => r.nhlillklm(r ) 9’ ¢)

Y (7:0,0) = Ry (1)Y7(6, )

Les fonctions Rk“m(l’) sont appelées fonctions radiaeles fonctionsY|m (9, ¢)
sont appeléesiarmoniques sphériqgues

Remarque : on normalise séparément la partie angulaire etitarpdrale de lﬂk|m(l‘,9, ¢)

j” ‘wklm(r16’¢)‘2d3r =1 —>2J-ﬂd¢]z ‘Ylm(9,¢)‘zsin6d@:]_

d® =sin@r2drd@lg \I I
()] redr =
0




Les premieres harmoniques sphériques

=0 m=0 Y, (6,9) =

=1 m=0 Y2 (8,¢) = \/7 cosé
m=+1 Y (8, 9) = +\/_ singd e*?
871



Illustration 1: utilisation du moment cinétique orbital ds la résolution du pb de la molécule
de Cesium Cs, en rotation (rotateur rigide) autour de son centre de masse @

AL Fioretti, D ﬂ:'u]up:u':-';t, . Dirag, C. Amuot, O, Dulien®, F. Masnou-Seeuws, and P. Pillet

Laboratoire Aimé Cotton®, Université Paris-Sud, Batiment 505, 914056 Orsay Cedex, France

S —— ~(lodine Cell N

e _(\ TOF=Time of flight
o .@. : MCP=Microchannel Plates
\ ion : — <

Ar’ laser T1: Sapphire

.i. lonisatiol
MCP

| Computer | Gated integrator / X
Laser < — | |

—

A xg
\\"-—.
<
photoassouation Dre
Pulsed Nd : YAG laser éooling o
repumpuing lasers
100 pK
Laser Eur. Phys. J. D 5, 389-403 (1999)

Photon hv d’energie variable

Mécanique Quantique, JL. Basdevant et J. Dalibard, Les éditions de 1’école Polytechnique



dye laser pulse

A high voltage pulse
P sion: ~
MCP signal Cs" \/

| | | |
0 500 1000 1500 2000
time (ns)

/\/ ISlgnaI lonigue prop au nbre de molécules
de Cs, créees

A Signal ionique (unités arb.)
{=2




‘ G ‘ E=§§1+;5]+V(rl—r2) @

=) Pb 3 2 corps: corps 1 et 2

_ - mm m
Soit G le centre de gravité Onpose: r=r,—r, U= = M =2m
m+m 2
Probléme a deux corps se ramene a celui d’un systéme constitué:
- d’une particule fictive située au centre de gravité et de masse M
- d’une particule fictive de masse réduite p, d’impulsion p, et
de positionr=r;—r,
P, P
E=—° £ +V ()
2M ZIU )
S - P
mm) On se place ds le référentiel du centre de gravité E = 2— +V (r)
Y7

m) Approximation du rotateur rigide: corps 1 et 2 rigidement liés : r=cste=d

p2 2
E=—Y+cst ™ E=-£%

21 21



% En représentation « r »
0 2
)| vy AW ()
c d | w(r)= 20
Ty
\OZ2Ng En coordonnées sphériques
¢
’ Ay (r.0,0)
Hy(r,0,0) = —
2

% (r 0? Pk
Ay sécrit Ay = (2"”)+12 (QZ)JF 1 oy _12 (l{)
r or r-\ oo tand 00 sIin“0 O

1 aZ(W)+ 1L oy, 1 o°(v)
d*{ 80> tan@ 80 sin*0 o9’

? 1 5 182}

Comme r=cste =d Ay =

or 2 =>—1°| —5+ = :
00° tand 06 sin“ 6 op



On pose I= d?u

E 4

A

Moment d’inertie

|=7

0 m n
orRrN W & o o


renucci
Pencil


lllustration2: utilisation du moment cinétique orbital ds la résolution (partielle) du pb
de l'atome d’hydrogene
2

. ) 2
Atome d’hydrogene : un électron et pe2 N Py e

2m,  2m, 47z, (r, — 1)

un proton en interaction coulombienne = —

Probleme a deux corps se ramene a celui d’'un systeme constitué:

- d’'une particule fictive situee au centre de gravite et de nMsse,+ m,

- d’'une particule fictive de masse réduite u znm)/(m,+m,), d'impulsionp,, et
de positiormr =r,-r, e? e?
Cette particule fictive subit un potentiel cent V(r) =-—

AT, - 47, (ry —1,)
qgui ne dépend que de la distance entre les deux particules iniialetsan et proton)

v(r, ., 4
Ordres de grandeur:

m,=9.10%kg _, m, 001000 m
m,=1,7 16°7 kg

—— M-~-m, le proton est pratiquement confondu avec le centre de gravité

. I'électron est pratiguement confondu avec la particule fictive
de masse U

— > l"l~m



Par la suite, on s'interessal mouvement de la particule fictive de masse L, @
C’est a dire, en premiere approximation au mouvement, de I’électron

eZ

2
E. :p—’”’+V(r) avec V(r)=-
2/ 47750\/(x2 +y? + 7%)

Principe de correspondance

e

| LB
H, === +V(r)
2u

< Représentation « r »

Ay 2= 20N Loy Awixy,2)

< En coordonnées sphériques

- —hm2AW(r, 0,
A.0(r,0,6) = ‘Z(r ?) (1,6,8)(1,6,9)

2

avec V(r,0,90)=V(r)= _4775 ,



@3

_thw(r,Q, ?) +V(r)y(r,0,9)
2

102(r ) W), 1 oy, 1 az(w)j

AY sécrit A == +
v r or’ rz[aez tand 88 sin°8 9¢°

Rappel : [2 _, _ 42 0° + 1 0 N 1 0°
08° tandod sin°80¢°

H(r,0,8) =

— Ay="T00D Y oy @
20 10r° 2,ur

git sur Ies variableget ¢
agit sur les variableg et ¢

L* ag
L(L,L,.L)
V

agit sur la variable r

—— |_\7,|:2J:0 — \_H |_2J (O - |° est une constante du
mouvement

— |_\7|:J:O — \_H ,LJ:O—> | est une constante du
’ © mouvement




Remarque) en mécanique classique, pour un potentiel central, on a :

—

et qui s’exerce sur la particule

Théoreme du moment cinétique

di —rAF=rn _d_Ver —(Q —— lestune constante du mouvement
dt dr

Con;équence {HAG,GJ:O me,ﬁzJ:O “:2,|:ZJ:0

~ Ay A \
— (H o L°, LZ) possedent une base de vecteurs propres communs

Si nous trouvons une telle base, nous aurons forcement trouvé les états propres de H o

Cherchons a determiner une base de ce type H W =Ey

Ve

Les fonctions P de cette base doivent vérifier: L2y = 1(l +1)A%y

e

—- LzW:mhl/j

—

* dv iale qui déri |
F=—gradV(r)=-—e, force radiale qui dérive du potentiel central

Cherchons des solutions a ce systeme de 3 équations de la forme l//(r, 0, (p) = R(r)Y|m (0, (0)

(Car on sait déja que seules les solutions de ce type satisferont au 2 derniéres éguations)




sy KOy € 29
d’apres (a) H oy = (W)+ "4 |

T 2uror?  2ur? Wy
Hoy =Ep
RO 00— e gy OOy R0 0,00 E RO (.0
uror 217
— ~1**(R(r)) 1 1(1+DR(r)

+V(r).R(r)=ER(r)

_I_
201 0r’ 201’

Pour | donneé: une équation avec des solutions notées E=E, associées aux fonctions R (r)

Onpose: R,(r) :Eukl(r)
I

—hzﬁz(um(r)) P11+ 2)u, (r) AV (), (1 =E, U, (1) Equation de Schrodinger
2u0r° 2ur? ‘ K radiale & une dimension

7(1+1)

—+V(r) est un potentiel effectif
211




.U
Potentiel effectif
qui dépend de | &
E} 0.5 -
710+ QL
Ver= ) E
2ur’ S
= ——
http://electron6.phys.utk.edu/ 0.5
gm2/modules/m1-3/2/pl.gif '
=1.0 T T

0 2 1

g,

La résolution de cette équation est non triviaie
(voir Livre C. Cohen-Tannoudji p804-813)

Les nombres quantiques (k,l) se condensent
en un nombre quantique noté n

On peut montrer | n entier=1 et 1=0,1,... n-1

E =-13,6 eV/&

-0,54

-1.31

-13,6

E,(eV
b n ( ) ~ Etats libres de
I’électron
1 — 00 L.
----------------------- lomisattor de et et -------
=5 0,37
n=>
= 085
n=3
Etats liés de 1"électron
> (cuantifiés)
n=2 23,39
n=1 P

http://e.m.c.2.free.fr/atome-H-niveaux.gif
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Annexe B: Propriétés des opérateurs « échelle » ét J.

|) Relations de calcul utiles

On montre que (Voir feuille manuscrite (annexe A))

13,,3,|=1J, ()

3,3 |=-n3 0
3,.3 )= 243, i
-_jz,ji:: (iv)
J,J_=32+32+n], v)
3.3,=32+32-n3, O
J? :1(A+j_ +j_j+)+J2 (vii)

2




N\ N .
I1) Action des opérateurs « échelle » Jet J. sur les états ‘ |, m>

Si ‘ j,m> ket propre déz, jz avewbddsurs propres j(j+If et m

Alors, sim = -j: J_‘ j,m> =0 (@

sim>-: J _‘ j,m> est ket propre de jz avec la valeur propre jiFHl)

est ket propre dejZ avec la valeur propre (m¢iLi)

Osim= a7 =(j,m
=(j,m3* =32 +nd,|j,m)

J*37]j,m)

= j(j + D2 -m(m-Dr% =0

Msim>-  I*3[j,m)=3_(3°j,m) =r*(j(j +D)J_| j,m)

T



3,03

j,m%) =(J_J,-hJ)

j,m)=mid_

3,3 |=-nd.

de méme

j,m)—nd_
=(m-17J_

j,m)

e

Si

Alors, sim =:

sim<j:

j,m> ket propre dd?, jz

J+
J+

j,m) =0
j,m> est ket propre de J?

est ket propre dejZ

avewteurs propres j(j+1i¥ et Nt

avec la valeur propre ji+

avec la valeur propre (m

1)

+1)




N

Annexe C: valeurs propres deJ 2 et,
a) On notem# les valeurs propres de I’opéraigur guéitonque a priori)

b) On peut montrer que les valeurs propre&]zlze psaritves(i) et peuvent
se mettre sous la formé(j +1)%° avec j réel positif ou nul(ii)

Demo:

(i) Soit|¢¥) ket propre d@dssocié a la valeur propie

W) =agle) =)0 A A
= (|35 + 35+ 2|y) = (|35 w) + @ |3]|w) + w3l |9)
=(W[3:3,J@) + {353, |w)+(w|3; 3. |w)

3w +3,Je) +[3.|e) 20 = A0

(i) Montrons gu’a toute valeur prope=0 on peut associer urgj0 de
maniere univoque

On peut toujours écritk=#2 pavec u =0



e =i+ —  p=j(j+) @
Equation du second degré enjf+ j— =0 — A=1+4u>0
—— Deux racines réelles dont une seule positive

) 32,3,]=0

j,m)

/\2 \I\
On va noter la base de kets propres commuds$ aJ,

37 j,m) = j(j +Dr*

j,m)

J j,m) = m7

j,m)




d) On peut montrer que- ] S M< | @

J,

HZ

=(j,m|J_J,

j,m) j,m)=0
= (j,m|32= 32 -3,
= j(j +DA° -m’h* —mh° =0

=j(i+D-m*-m=j(j+)-m(m+D) =0

j,m=0

Polynéme d’ordre 2 en j qui s'annule pour j=m, donc on peut le factoris§-m)

(j-m(j+m+)=0 ()

s’annule pour j=m et j=-1-m, sinon (j-m)0 et (j+m+1)> O est la seule solution (i)

(en effet (j-m)< 0 et (j+m+1)< 0 est impossible car cela mene<a-fL\2, or j doit étre= 0)

(i)— —]=1sm< ] i)



J J.J.

ol = (. mf3.3 jm) 20

=(j,m|32 =32+,
= j(j+Dr* -mh* +mh® 20
=j(j+)-m*+m=j(j+)-m(m-1)=0

j,m=0

Polynéme d’ordre 2 en j qui s’annule pour j=m-1, donc on peut le factpaséFrm+1)

(J-m+D(j+m) =0
s’annule pour j=m-letj =-m, sinon (j-m+1) et (j+m)> 0 est la seule solution (iv)
(en effet (j-m+1x 0 et (j+m)< O est impossible car cela mene<a-fL\2, or j doit étre= 0)
(iv)— —Jsms j+1  (v)

(i)et(v) —» —j<m<j (vi)



e) Spectre dej2 ediz @

On peut montrer que

N

Si J est un moment cinétique :

Les valeurs propres deJ ° valent j(f#1)

Les valeurs propres del, valerit m
Avec| entier ou demi-entier positif: j=0, 1/2, 1, 3/2, 2, ...

Et pour jdonném =-j, -j+1, ....J-1, ]

Démonstration :

Si ‘ j,m> ket propre déz avec la valeopa nk

m+j est réel positif ou nul (car <jm) quelconque a priori, donc il existe un entier p positif
ou nul tel que :

psm+j<p+l

—lsm-p<-j+1 (9



Appliquons p foisj_ au ket

j,m) (ce)

JPIK, j,m> est vecteur propre dd,  avec pour valeur propre associée m - p

Appliguons encorej_
Simp=-j—- JP

jm=0 (a

Jr j,m> est vecteur propre d&,  avec pour valeur propre

associee m - p-1 (b)

Simp>-) ——

—]<m-p-1 daprés (vi
m—p—-1<-] daprés(*
— C’estimpossible donc (b) est impossible, seul (a) est possible M-P = )

De méme

m-j est réel négatif ou nul (car ) quelconque a priori, donc il existe un entier q positif
ou nul tel que : —g-1<m-j<-q

j~l<m+gs+j ()



Appliquons g foisj+ au ket

j,m) (c7)

J;] j,m> est vecteur propre déz avec pour valeur propre associée m +q

Appliquons encorsl ,

N

Sim+q=j— Jart

jm=0 (c)

Si m+q < | jf*l j,m> est vecteur propre d&,  avec pour valeur propre

associee m +q+1 (d)

m+q+1< | daprés (vi
j<m+qg+1 daprés (**)
— C’estimpossible donc (d) est impossible, seul (c) est possibles M0 =]

= -
p+q=2] —— ]=(p+q)\2

m+q = |

| =4

— | ] est entier ou demi-entier




- Pour j donné, quelque soit m, on peut écrire m sous la forme m¢€gaentiee O

-Pour j donné, quelgue soit m, on peut écrire m sous la forme mxeeqgaentiee O
- ] est entier ou demi-entier

. —jJEm<

— | pour jdonném = -j, -j+1, ....J-1, |




Annexe D ) Quelques propriétés des harmoniques sphérigsi

N N

1) Etude de ¢/, (I, 6,@) fonctions propres communes de tet L,

{ka.m«,a $) => 121 (1 + ), (1,6, 8)
L e (T, 6, 8) => Mg, (1,6, 8)

+
08° tar808 sin“80¢°

[6 1 0 + 1 0 }wklm(r19,¢):|(l +1)(ﬂk|m(r’9,¢) (i)

9 _ y
_Iﬁ(pklm(r,g,@_mt/lklm(l‘,g,@ (1)

-

Les dérivées concernent uniguement les varidbéd® , et ne portent pas sur r

Si une fonction d'onde 1/, (r,8, @) est solution de (i) et (i), alors toute fonction

f(r)ty,(r,0,9) est également solution de (i) et (ii)



En fait, on pourrait démontrer que toutes les fonctions solutions et(ifi)
sont du type : -
wklm(r J 01 ¢) = I:\)klm(r)YI (H’ ¢)

Les fonctions Y, (8,@) sont appelées harmoniques gpégri

Remarque : on normalise séparément la partie angulaire etitarpdrale de lﬂk|m(l’,9, ¢)

[I] Wiam(r.6,) d*r =1 —»ngbjf Y"(6,¢)| singig =1

d°r =sin@rdrd&¢g \+oo )
‘Rklm(r)‘ redr =1

3) Valeurs de | et de m 0
. 0
—| %wklm(r’81¢) =My, (1,6,9)

. 0 m _um
— —'%\ﬁ (6,9) =mY"(,9)

— Y"(6,4)=F"(8)e™
Oro 00,2l — Y"(6,¢+2m) =Y"(6,9)



@M7 =1 —» mestentier

— | est entier

donc | esentieret —-I<s m< +l

2 ) Propriétés des harmoniques sphérigues

Il est possible, a partir du systeme d’équations (i) et (iQadeuler
Y|| (9, ¢) puis de calculer tous le Y|m(9, ¢) en appliquan |:_

Les propriétés essentielles des harmoniques sphériques sont énoncées
par la suite. Pour des démonstrations completes, se réfésxepaple

A « Mécanique quantique Tome I» (C. Cohen-Tannoudji, B. Diu, F. Laloe
édition Hermann) p 670-672 et p 684-696

Relation de récurrence

LY,™(8,8) =/I(1 +1) —m(m=1) Y,"™(6,¢)




Orthonormalisation

fdagfcvr@.oy v @.9)simaso=0,5,.

mm

Relation de type fermeture

> SN"@.9%"(6.4) = cos-cost )3(p -4 )
Parité (r o1
r— —=r <8 -5 m-6

PP+

Y"(m-0,¢+m)= (-1 Y"(6,¢)




Conjugaison complexe

Y"(6,¢) = (D)"Y, "(8,9)

Les premieres harmoniques sphériques

Y, (6,9) =

Y (6,¢4) = \/700<
Y(6,¢) = +\/;sm0 e’
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