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I) Intérêt du moment cinétique en mécanique quantique

Chapitre V : Le moment cinétique en mécanique quantique

1) Le Hamiltonien d’un système en rotation peut être exprimé en fonction
de son moment cinétique orbital

Mouvement de rotation par ex des molécules 

Classification des niveaux d’énergie : - moléculaires

- atomiques

- nucléaires 

2) Le moment cinétique de spin (pas d’analogie en mécanique classique)

Interprétation microscopique du magnétisme

Interprétation microscopique du magnétisme

Observation des niveaux discrets par spectroscopie

S



3II) Relations de commutation des moments cinétiques

1) Le moment cinétique orbital

prl ∧=En mécanique classique

xyz

zxy

yzx

ypxpl

xpzpl

zpypl

−=

−=

−=

En mécanique quantique, on applique les règles de quantification

ˆ

0 p
r

l

xyz

zxy

yzx

PYPXL

PXPZL

PZPYL

ˆˆˆˆˆ

ˆˆˆˆˆ

ˆˆˆˆˆ

−=

−=

−=
Ll ˆ→

Rr ˆ→

Pp ˆ→ L̂



4On peut montrer les relations de commutations suivantes :

[ ]
[ ]
[ ] yxz

xzy

zyx

LiLL

LiLL

LiLL

ˆˆ,ˆ

ˆˆ,ˆ

ˆˆ,ˆ

h

h

h

=

=

=

2) Le moment cinétique J (généralisation)

On définit le moment cinétique J par des relations de commutations 

^

^

(voir Annexe A)

On définit le moment cinétique J par des relations de commutations 

[ ]
[ ]
[ ] yxz

xzy

zyx

JiJJ

JiJJ

JiJJ

ˆˆ,ˆ

ˆˆ,ˆ

ˆˆ,ˆ

h

h

h

=

=

=

On appelle moment cinétique J (Jx, Jy, Jz) tout ensemble d’observables (Jx, Jy, Jz) qui
vérifient les relations de commutations : 

^ ^ ^^ ^ ^ ^
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On définit l’observable J2 :^

2222 ˆˆˆˆ
zyx JJJJ ++=

On peut montrer que :

[ ]
[ ] 0ˆ,ˆ

0ˆ,ˆ

2

2

=

=

y

x

JJ

JJ
Ce qui s’écrit également :[ ] 0ˆ,ˆ 2 =JJ

(voir Annexe A feuille manuscrite)

[ ]
[ ] 0ˆ,ˆ

0ˆ,ˆ

2 =

=

z

y

JJ

JJ

D’un point de vue physique, cela signifie que l’on peut mesurer simultanément
avec une incertitude nulle le carré du moment cinétique et sa projection suivant 
un axe
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III) Spectre d’un moment cinétique

On peut montrer que 

Les valeurs propres de           valent  j(j+1) hhhh22Ĵ

zĴLes valeurs propres de           valent  mhhhh

Avec j entier ou demi-entier positif : j=0, 1/2, 1, 3/2, 2, … 

Et pour j donné: m = -j, -j+1, ….j-1, j

a) Valeurs propres 

(voir annexe C)

b) Vecteurs propres 

mjjjmjJ ,)1(,ˆ 22
h+=

mjmmjJz ,,ˆ h=

mj ,
est ket propre de J2 associé à la valeur propre j(j+1)h2

est ket propre de Jz associé à la valeur propre mh

[ ] 0ˆ,ˆ 2 =zJJ Il existe base de kets propres communs

(Rq ces opérateurs  ne constituent
obligatoirement  pas un ECOC)
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orthonormalité de la base standard

dImjmj

mjmj

jm

mmjj

ˆ,,

,,, '' ,,

''

=

=

∑ ∑
+=

δδ

mj ,On appelle la base constitués des kets               la base standard

dImjmj
j jm

ˆ,, =∑ ∑
−=
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On définit
yx JiJJ ˆˆˆ +=+

NB : ces opérateurs ne sont pas hermitiques mais sont adjoints l’un de l’autre

yx JiJJ ˆˆˆ −=−et

IV) Introduction des operateurs « échelle » J+ et J-
^^

Action des opérateurs « échelle » J+ et J- sur les états mj ,^ ^

Ces opérateurs sont souvent utilisés ds les calculs (voir relations utiles en annexe BI) et
permettent de démontrer les relations de la page 6 de ce cours (qui sont démontrées ds l’annexe C) 

1,)1()1(,ˆ ++−+=+ mjmmjjmjJ h

1,)1()1(,ˆ −−−+=− mjmmjjmjJ h

0,ˆ =++ jjJet

et 0,ˆ =−− jjJ

On peut montrer que : (démontré partiellement ds annexe BII)

1, −mj 1, +mjmj ,
+Ĵ

−Ĵ
jj ,jj −, 00

+Ĵ−Ĵ
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V) Base standard et représentation standard du moment cinétique

Idée: on peut ranger les vecteurs de la base standard ds un certain ordre afin que
les représentations de      ,        ,        et         dans cette base soit des matrices les 
plus simples possibles

xĴ yĴ zĴ 2Ĵ

Quelque soit l’ordre des vecteurs de la base standard

zĴ

mjmmjJmj z ,,ˆ,, h=∈∀ ε
ˆ

mjJz ,ˆ

mj , hm

i) Représentation de  

donc est diagonal dans la base standard
zĴ mj , hm

2Ĵii) Représentation de  

mjjjmjJmj ,)1(,ˆ,, 22
h+=∈∀ ε

donc est diagonal dans la base standard2Ĵ

mjJ ,ˆ 2

mj , 2)1( h+jj



Sous espaceε’ (j)

Cette partition est : ε =  +  ε’ (j) somme directe sur  tous  les j

jmj ≤≤−Dans  ε’ (j), j est fixé et dégenerescence ( ε’ (j)) = 2j+1

εεεε

Cherchons une partition de l’espace des états ε qui laisse les sous-espaces invariants
par        et

C’est-à-dire par       ,          caryĴxĴ

+Ĵ −Ĵ

2/)ˆˆ(ˆ
−+ += JJJx iJJJy 2/)ˆˆ(ˆ

−+ −=et

10

jj ,

jj −,

',' jj

1, −mj

1, +mj

mj ,
+Ĵ

−Ĵ



113) Représentation de      dans la base standard(partitionnée en ε’ (j))±Ĵ

( ))(ˆ ' jJ ε± ( ))(ˆ '' jJ ε±

)(' jε

)( '' jε

………

(2j+1)(2j+1)

(2j’+1)(2j’+1)

La matrice correspondante est bloc-diagonale

0 0 0

0 0 0

0 0 0

.

.

.

.
±Ĵ

±Ĵ sont bloc-diagonales xĴ sont bloc-diagonalesyĴet

Bilan: dans la base standard (partitionnée en ε’ (j))

xĴ sont bloc-diagonalesyĴet
zĴ sont diagonales

2Ĵet
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Récapitulons

'' ,,

'',ˆ,
mmjjz mmjJmj δδh=

1,,

''''
'')1()1(,ˆ,
±± ±−+=

mmjj
mmjjmjJmj δδh

{ }
mjk

mj
,,

, base standard

'' ,,

2''2 )1(,ˆ,
mmjj

jjmjJmj δδh+=

partitionnée en ε’ (j)

zĴ 2Ĵ xĴ yĴet



A priori, même si                       , les opérateurs               ne constituent pas un ECOC[ ] 0ˆ,ˆ 2 =zJJ zJJ ˆ,ˆ 2

On choisit une autre observable, notée A telle que                         forment un ECOC  ^ AJJ z
ˆ,ˆ,ˆ 2

Les valeurs propres de A sont notées k

On va noter la base de kets propres communs aux trois observables mjk ,,

mjkjjmjkJ ,,)1(,,ˆ 22
h+=

^

(base standard)

Généralisation: 13

mjkjjmjkJ ,,)1(,, h+=

mjkmmjkJz ,,,,ˆ h=

),,,,( mjkkmjkÂ =



14VI) Le moment cinétique de spin

Contrairement au moment cinétique orbital,  il n’a pas d’équivalent classique

Origine : mécanique quantique relativiste (Equation de Dirac)

Mise en évidence expérimentale: expérience de Stern et Gerlach (1922) 

Spin ½ : ex spin de l’électron

Notations Ĵ Ŝ

Ĵ ˆ j s

S

Image pratique
mais fausse

zĴ
zŜ

2Ĵ 2Ŝ

j

m ms

s

Spin « 1/2 » cas particulier de la théorie du moment cinétique j = ½ noté s = ½ 

ms= -1/2, +1/2







 −+

2

1
,

2

1
,

2

1
,

2

1
Base standard

http://lsn.phys.polymtl.ca/pics/spin.jpg



15)
2

1
('εDans le sous-espace

2

1
,

2

1

22

1
,

2

1ˆ ±±=± h

zS

2

1
,

2

1

2

1
1

2

1

2

1
1

2

1

2

1
,

2

1ˆ +






 −






−−






 +=−+ hS

0
2

1
,

2

1ˆ =−−S

2

1
,

2

1 += h

22

0
2

1
,

2

1ˆ =++S

2

1
,

2

1

2

1
,

2

1ˆ −=+− hS



16On a donc









→+ 00

10ˆ hS 







→− 01

00ˆ hS

donc, comme ( )−+ += SSSx
ˆˆ

2

1ˆ ( )−+ −= SS
i

Sy
ˆˆ

2

1ˆet

On a :








→

01

10

2
ˆ h

xS








 −
→

0

0

2
ˆ

i

i
Sy

h










−
→

10

01

2
ˆ h

zS

Matrices de Pauli



Une conséquence du moment cinétique de spin : le moment magnétique de spin de l’électron

Le moment magnétique orbital de l’électron s’écrit

a) Rappel: en mécanique classique,  à un électron dont le mouvement est un mvt de rotation
circulaire 

L’opérateur moment magnétique orbital de l’électron s’écrit

lµ
em

e

2
−=

Boucle de courant Moment magnétiqueµ

On applique le principe de correspondance Ll ˆ→

Lµ ˆ
2

ˆ
em

e
−=

2 em

b) Il existe également un moment magnétique d’origine purement quantique dû
au spin de l’électron

L’opérateur moment magnétique de spin de l’électron s’écrit Sµ ˆ
2

ˆ
e

s m

e
−=

17
Nb2) tout ceci est vrai pour l’électron dans le vide

Nb1) Ces moments magnétiques sont à l’origine du magnétisme
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VII) Le moment cinétique orbital

On  passe en représentation «r »:

xyz

zxy

yzx

ypxpl

xpzpl

zpypl

−=

−=

−=

xyz

zxy

yzx

PYPXL

PXPZL

PZPYL

ˆˆˆˆˆ

ˆˆˆˆˆ

ˆˆˆˆˆ

−=

−=

−=
prl ∧=En mécanique classique on applique les règles

de quantification

Ll ˆ→
Rr ˆ→

Pp ˆ→

),,(,, zyxklmzyxklm klmψ==r

Ecriture en représentation «r » en coordonnées sphériques

- En coordonnées cartésiennes

z
iPz ∂

∂−>− hˆzZ .ˆ >−

yY .ˆ >−

xX .ˆ >− x
iPx ∂

∂−>− hˆ

y
iPy ∂

∂−>− hˆ










∂
∂−

∂
∂−=>

y
z

x
yiLx hˆ










∂
∂−

∂
∂−=>

z
x

x
ziLy hˆ










∂
∂−

∂
∂−=>

x
y

y
xiLz hˆ

),,(,, zyxklmzyxklm klmψ==r



19- On passe en coordonnées sphériques

),,(),,( ϕθrzyx =>










∂
∂−

∂
∂=>

ϕθ
φ

θ
φ

tan

cos
sinˆ hiLx










∂
∂+

∂
∂−=>

ϕθ
φ

θ
φ

tan

sin
cosˆ hiLy










∂
∂−=>
ϕ

hiLz
ˆ

),,(,, ϕθψϕθ rklmrklm klm==r

 ∂ϕ















∂
∂

+
∂
∂+

∂
∂

−=>
2

2

22

2
22

sin

1

tan

1ˆ
ϕθθθθ

hL










∂
∂+

∂
∂=>+ ϕ

θ
θ

φ anieL i cotˆ h










∂
∂+

∂
∂−=> −

− ϕ
θ

θ
φ anieL i cotˆ h

),,( ϕθψ rklm sont des fonctions propres communes de L2 et Lz
^ ^



{ } mlkklm r ,,),,( ϕθψ
fonctions propres communes de L2 et Lz

^ ^

en représentation « r » en coordonnées sphériques,

la base standard s’écrit :

20

),,()1(),,(ˆ 22 ϕθψϕθψ rllrL klmklm +=> h

),,(),,(ˆ ϕθψϕθψ rmrL klmklmz h=>

),()(),,( ϕθϕθψ m
lklmklm YrRr =

),( ϕθmY

l est entier et –l ≤ m ≤ +l

)(rR

On peut montrer (annexe D)

1),,( 32
=∫∫∫ rdrklm ϕθψ 1sin),(

2
2

0 0

=∫ ∫ θθϕθϕ
π π

dYd m
l

1)( 22

0

=∫
+∞

drrrRklm

ϕθθ ddrdrrd 23 sin=

),( ϕθm
lYet les fonctions                    

Remarque : on normalise séparément la partie angulaire et la partie radiale de ),,( ϕθψ rklm

)(rRklmLes fonctions sont appelées fonctions radiales
sont appelées  harmoniques sphériques



Les premières harmoniques sphériques

π
ϕθ

4

1
),(0

0 =Y

θ
π

ϕθ cos
4

3
),(0

1 =Y

ϕθ
π

ϕθ ieY ±± = sin
8

3
),(1

1 m

l=0

m=0l=1

m=0

m=±1

21

π81



Illustration 1: utilisation du moment cinétique orbital ds la résolution du pb de la molécule  

de Cesium Cs2 en rotation (rotateur rigide) autour de son centre de masse 

 
I1.1 

100 µK 

Laser  

Photon h  d’energie variable 

e- 
ion 

Mécanique Quantique, JL. Basdevant et J. Dalibard, Les éditions de l’école Polytechnique 

photoassociation 

Laser  

Ionisation 

Cs 

Cs2 

1 

2 



Signal ionique prop au nbre de molécules 

de Cs2 créees 

I1.2 



Approximation du rotateur rigide: corps 1 et 2 rigidement liés : r=cste=d 

)(
22

21

2

2

2

1 rrV
m

p

m

p
E

I1.3 

)(
22

22

rV
p

M

p
E G

2

m

mm

mm
mM 2r = r1 – r2 

 

Pb à 2 corps: corps 1 et 2 

On pose : Soit G le centre de gravité 

G 

On se place ds le référentiel du centre de gravité )(
2

2

rV
p

E

cst
p

E
2

2

2

2p
E

Problème à deux corps se ramène à celui d’un système constitué: 

- d’une particule fictive située au centre de gravité et de masse M 

 - d’une particule fictive de masse réduite µ, d’impulsion pµ et  

   de   position r = r1 – r2 



G 

 

 

y 

x 

z 

d 
2

)(
)(ˆ

2
r

r


H

2

),,(
),,(ˆ

2 r
rH



En représentation « r » 

En coordonnées sphériques 

s’écrit 
2

2

22

2

22

2 )(

sin

1

tan

1)(1)(1

rr

r

r

2

2

22

2

22

sin

1

tan

1ˆ L

Comme r=cste =d 
2

2

22

2

2

)(

sin

1

tan

1)(1

d

Or 

I1.4 



D’où: 
2

2

1
L

d 2

2

2

)(
)(ˆ

d

L
H

r
r

^ 

2

2

2
ˆ

d

L
H

^ 
On pose I= d2µ Moment d’inertie 

I

L
H

2
ˆ

2
^ 

I

ll
E

2

)1( 2

E 

l=0 
l=1 
l=2 

l=3 

l=4 

l=5 

l=6 

I1.5 

l=7 

0 

renucci
Pencil



Illustration2: utilisation du moment cinétique orbital ds la résolution (partielle) du pb
de  l’atome d’hydrogène

Problème à deux corps se ramène à celui d’un système constitué:

- d’une particule fictive située au centre de gravité et de masse M= me + mp

Atome d’hydrogène : un électron et
un proton en interaction coulombienne )(422 0

222

pep

p

e

e

rr

e

m

p

m

p
E

−
−+=

πε

Cette particule fictive subit un potentiel central : )(
22 ee

rV −=−=

I2.1

- d’une particule fictive de masse réduite µ = (memp)/(me+mp), d’impulsion pµ et 
de   position r = r e - r p

Cette particule fictive subit un potentiel central :

qui ne dépend que de la distance entre les deux particules initiales (électron et proton)

Ordres de grandeur:

me = 9. 10-31 kg
mp = 1,7 10-27 kg

mp ∼ 1000 me

M ~ mp le proton est pratiquement confondu avec le centre de gravité

µ ~ me l’électron est pratiquement confondu avec la particule fictive
de masse µ

)(44
)(

00 pe rr

e

r

e
rV

−
−=−=

πεπε

V(r, θ, ϕ)



Par la suite, on s’intéresse  au mouvement de la particule fictive de masse µ,
C’est à dire, en première approximation au mouvement, de l’électron

)(
2

2

r
p

VEe +=
µ
µ

Principe de correspondance

)ˆ(
2

ˆˆ
2

rV
p

H e +=
µ
µ

)(4
)(

222
0

2

zyx

e
V

++
−=

πε
ravec

I2.2

Représentation « r »

),,().,,(
2

),,(
),,(ˆ

2

zyxzyxV
zyx

zyxH e ψ
µ

ψ
ψ +

∆−
=

h

),,().,,(
2

),,(
),,(ˆ

2

ϕθψϕθ
µ

ϕθψ
ϕθψ rrV

r
rH e +

∆−
=

h

En coordonnées sphériques

r

e
rVrV

0

2

4
)(),,(

πε
ϕθ −==avec



),,().(
2

),,(
),,(ˆ

2

ϕθψ
µ

ϕθψ
ϕθψ rrV

r
rH e +

∆−
=

h

ψ∆ s’écrit














∂
∂

+
∂
∂+

∂
∂

+
∂

∂
=∆

2

2

22

2

22

2 )(

sin

1

tan

1)(1)(1

ϕ
ψ

θθ
ψ

θθ
ψψ

ψ
rr

r

r

Rappel :














∂
∂

+
∂
∂+

∂
∂

−=>
2

2

22

2
22

sin

1

tan

1ˆ
ϕθθθθ

hL

ψψ ˆ)( 222 Lr∂− h

I2.3

ψ
µ
ψ

µ
ψ

ψ ).(
2

ˆ

2

)(ˆ
2

2

2

22

rV
r

L

rr

r
H e ++

∂
∂−

=
h

V agit sur la variable r

agit sur les variables θ et ϕ2L̂

[ ] 0ˆ,ˆ 2 =LV [ ] 0ˆ,ˆ 2 =LH e

agit sur les variables θ et ϕ)ˆ,ˆ,ˆ(ˆ
zyx LLLL

est une constante du 
mouvement

2l

[ ] 0ˆ,ˆ =LV [ ] 0ˆ,ˆ =LeH est une constante du 
mouvement

l

(a)

^



Remarque) en mécanique classique, pour un potentiel central, on a : 

reF
dr
dVrVradg −=−= )(

Théorème du moment cinétique 

O
dr
dV

dt
d

=





−∧=∧= rerFrl l est une constante du mouvement 

force radiale qui dérive du potentiel central  
et qui s’exerce sur la particule 

[ ] 0ˆ,ˆ 2 =LHe [ ] 0ˆ,ˆ =ze LHConséquence [ ] 0ˆ,ˆ2 =zLL

( )ze LLH ˆ,ˆ,ˆ 2 possèdent une base de vecteurs propres communs 

),()(),,( ϕθϕθψ m
lYrRr =

(Car on sait déjà que seules les solutions de ce type satisferont au 2 dernières équations)  

I2.4 

ψψ EHe =ˆ

ψψ 22 )1(ˆ += llL
ψψ mLz =ˆ

Les fonctions Ψ de cette base doivent vérifier: 

Cherchons des solutions à ce système de 3 équations de la forme 

Si nous trouvons une telle base, nous aurons forcement trouvé les états propres de 
Cherchons à déterminer une base de ce type 

eĤ



d’après (a)  ψ
µ
ψ

µ
ψ

ψ ).(
2

ˆ

2
)(ˆ

2

2

2

22

rV
r

L
rr
r

He ++
∂

∂−
=



),()(),()().(
2

),()(ˆ
),(

2
))((

),()(ˆ
2

2

2

22

ϕθϕθ
µ

ϕθ
ϕθ

µ
ϕθ m

l
m

l

m
lm

l
m

le YrREYrRrV
r

YrRL
Y

rr
rrR

YrRH =++
∂

∂−
=



ψψ EHe =ˆ

)()().(
2

)()1(
2

))((
2

2

2

22

rRErRrV
r

rRll
rr

rrR
=+

+
+

∂

∂−

µµ


klEE ≡Pour l donné: une équation avec des solutions notées   

On pose:  

associées aux fonctions  )(rRkl

)(1)( ru
r

rR klkl =

)()().(
2

)()1(
2

))((
2

2

2

22

ruErurV
r

rull
r

ru
klklkl

klkl =+
+

+
∂

∂−

µµ


)(
2

)1(
2

2

rV
r

ll
+

+

µ


Equation de Schrödinger  
radiale à une dimension 

est un potentiel effectif 

I2.5 



I2.6

)(
2

)1(
2

2

rV
r

ll
+

+
µ

h

Potentiel effectif
qui dépend de l

Veff =

http://electron6.phys.utk.edu/
qm2/modules/m1-3/2/p1.gif

V
ef

f (
un

ité
 a

0/
e2

)

La résolution de cette équation est non triviale 
(voir Livre C. Cohen-Tannoudji p804-813)
Les nombres quantiques (k,l) se condensent 
en un nombre quantique noté n

n entier ≥ 1 et l=0,1,… n-1

En = -13,6 eV/n2

On peut montrer

r/a0
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Annexe B: Propriétés des opérateurs « échelle » J+ et J-

On montre que :

[ ]
[ ]
[ ]
[ ]ˆˆ

ˆ2ˆ,ˆ

ˆˆ,ˆ

ˆˆ,ˆ

z

z

z

JJJ

JJJ

JJJ

=

−=

=

−+

−−

++

h

h

h

^ ^

(i)

(ii)

(iii)

B1

(Voir feuille manuscrite (annexe A))

I) Relations de calcul utiles

[ ]

( ) 22

22

22

2

ˆˆˆˆˆ
2

1ˆ

ˆˆˆˆˆ

ˆˆˆˆˆ

0ˆ,ˆ

z

zyx

zyx

JJJJJJ

JJJJJ

JJJJJ

JJ

++=

−+=

++=

=

+−−+

+−

−+

±

h

h (v)

(iv)

(vii)

(vi)



B2II) Action des opérateurs « échelle » J+ et J- sur les états 
^ ^ mj,

Si                   ket propre de               avec les valeurs propres j(j+1)h2 et mhmj,
zJJ ˆ,ˆ 2

Alors, si m = -j: 0, =− mjJ

si m > -j: mjJ ,−
est ket propre de           avec la valeur propre j(j+1)h22Ĵ

est ket propre de           avec la valeur propre (m-1)h
zĴ

(i)

(iii)

(ii)

(i) si m=-j mjJJmjmjJ ,,,
2 −+− =(i) si m=-j mjJJmjmjJ ,,,
2 −+− =

mjJJJmj zz ,, 22
h+−=

0)1()1( 22 =−−+= hh mmjj

(i) si m > -j mjJjjmjJJmjJJ ,))1((),(),( 222
−−− +== h

[ ] 0ˆ,ˆ 2 =−JJ



B3

Si                   ket propre de               avec les valeurs propres j(j+1)h2 et mhmj,
zJJ ˆ,ˆ 2

de même

mjJmjJmmjJJJmjJJ zz ,,,)(),( −−−−− −=−= hhh

mjJm ,)1( −−= h

[ ] −− −= JJJ z
ˆˆ,ˆ h

si m < j: mjJ ,+
est ket propre de           avec la valeur propre j(j+1)h22Ĵ

est ket propre de           avec la valeur propre (m+1)hzĴ

Alors, si m = j: 0, =+ mjJ



C1Annexe C: valeurs propres de        et

a) On note         les valeurs propres de l’opérateur       (m quelconque a priori)hm zĴ

b) On peut montrer que les valeurs propres de         sont positives(i) et peuvent
se mettre sous la forme :                    avec j réel positif ou nul(ii)

2Ĵ
2)1( h+jj

ψ

2Ĵ zĴ

(i) Soit         ket propre de J2 associé à la valeur propre λ

22ˆ ψλψψλψψ ==J 0≥

^

Demo:

ψψψψψψψψ 222222 ˆˆˆˆˆˆ
zyxzyx JJJJJJ ++=++=

ψψψψψψ zzyyxx JJJJJJ ˆˆˆˆˆˆ +++ ++=

0ˆˆˆ 222
≥++= ψψψ zyx JJJ 0≥λ

(ii) Montrons qu’à toute valeur propre λ ≥0 on peut associer un j ≥ 0 de  
manière univoque

On peut toujours écrire λ = h2 µ avec µ ≥ 0

0≥



C222 )1( hh += jjµ )1( += jjµ
Equation du second degré en j : 02 =−+ µjj 041 ≥+=∆ µ

Deux racines réelles dont une seule positive

c) [ ] 0ˆ,ˆ 2 =zJJ

zJJ ˆ,ˆ 2
On va noter la base de kets propres communs à mj,

mjjjmjJ ,)1(,ˆ 22
h+=

mjmmjJ z ,,ˆ h=



C3d) On peut montrer que jmj ≤≤−

0,ˆˆ,,ˆ 2
≥= +−+ mjJJmjmjJ

0,ˆˆˆ, 22 ≥−−= mjJJJmj zz h

0)1( 2222 ≥−−+= hhh mmjj

0)1()1()1( 2 ≥+−+=−−+= mmjjmmjj

Polynôme d’ordre 2 en j qui s’annule pour j=m, donc on peut le factoriser par (j-m)Polynôme d’ordre 2 en j qui s’annule pour j=m, donc on peut le factoriser par (j-m)

0)1)(( ≥++− mjmj (i)

s’annule pour  j=m et j= -1-m, sinon (j-m) > 0 et (j+m+1) > 0 est la seule solution (ii)

(en effet (j-m) < 0 et (j+m+1) < 0 est impossible car cela mène à j < -1\2, or j doit être ≥ 0) 

(ii) jmj ≤≤−− 1 (iii)



C4
0,ˆˆ,,ˆ 2

≥= −+− mjJJmjmjJ

0,ˆˆˆ, 22 ≥+−= mjJJJmj zz h

0)1( 2222 ≥+−+= hhh mmjj

0)1()1()1( 2 ≥−−+=+−+= mmjjmmjj

Polynôme d’ordre 2 en j qui s’annule pour j=m-1, donc on peut le factoriser par (j-m+1)

0))(1( ≥++− mjmj

(iv)s’annule pour  j=m-1et j = - m, sinon (j-m+1) > 0 et (j+m) > 0 est la seule solution 

(en effet (j-m+1) < 0 et (j+m) < 0 est impossible car cela mène à j < -1\2, or j doit être ≥ 0) 

(iv) 1+≤≤− jmj (v)

(iii) et (v) jmj ≤≤− (vi)



C5e) Spectre de       et         zĴ2Ĵ

On peut montrer que 

Si      est un moment cinétique :Ĵ

Les valeurs propres de           valent j(j+1)h22Ĵ

zĴLes valeurs propres de           valent mh

Avec j entier ou demi-entier positif : j=0, 1/2, 1, 3/2, 2, … 

Et pour j donné: m = -j, -j+1, ….j-1, jEt pour j donné: m = -j, -j+1, ….j-1, j

Démonstration : 

m+j est réel positif ou nul (car –j ≤ m) quelconque a priori, donc il existe un entier p positif 
ou nul tel que :

1+<+≤ pjmp

1+−<−≤− jpmj

Si                   ket propre de         avec la valeur propre mhmj,
zĴ

(*)



C6Appliquons p fois       au ket               −Ĵ mj,

mjkJ p ,,ˆ
− est vecteur propre de       avec pour valeur propre associée m - pzĴ

Appliquons encore −Ĵ

0,ˆ 1 =+
− mjJ p

Si m-p = -j (a)

Si m-p > -j mjJ p ,ˆ 1+
−

est vecteur propre de       avec pour valeur propre 
associée m - p-1 (b)

zĴ

1−−≤− pmj d’après (vi)1−−≤− pmj

jpm −<−− 1

d’après (vi)

d’après (*)

C’est impossible donc (b) est impossible, seul (a) est possible m-p = -j

De même

m-j est réel négatif ou nul (car m ≤ j) quelconque a priori, donc il existe un entier q positif 
ou nul tel que : qjmq −≤−<−− 1

jqmj +≤+<−1 (**)



C7Appliquons q fois       au ket               +Ĵ mj,

mjJ q ,ˆ
+ est vecteur propre de       avec pour valeur propre associée m +qzĴ

+Ĵ

0,ˆ 1 =+
+ mjJ q (c)

mjJ q ,ˆ 1+
+

est vecteur propre de       avec pour valeur propre 
associée m +q+1 (d)

zĴ

jqm ≤++ 1 d’après (vi)

Appliquons encore

Si m+q = j

Si m+q < j

jqm ≤++ 1

1++< qmj

d’après (vi)

d’après (**)

C’est impossible donc (d) est impossible, seul (c) est possible m+q = j

m-p = -j

m+q = j
p+q = 2j j = (p+q)\2

j est entier ou demi-entier



C8- Pour j donné, quelque soit m, on peut écrire m sous la forme m=-j+p avec p entier ≥ 0

-Pour j donné, quelque soit m, on peut écrire m sous la forme m=+j-q avec q entier ≥ 0

jmj ≤≤−-

- j est entier ou demi-entier

pour j donné: m = -j, -j+1, ….j-1, j



D1

),,()1(),,(ˆ 22 ϕθψϕθψ rllrL klmklm +=> h

),,(),,(ˆ ϕθψϕθψ rmrL klmklmz h=>

),,()1(),,(
sin

1

tan

1
2

2

22

2

ϕθψϕθψ
ϕθθθθ

rllr klmklm +=














∂
∂

+
∂
∂+

∂
∂

− (i)

^),,( ϕθψ rklm fonctions propres communes de L2 et Lz
^

1) Etude de

Annexe D ) Quelques propriétés des harmoniques sphériques

sintan ϕθθθθ 



 ∂∂∂

),,(),,( ϕθψϕθψ
ϕ

rmri klmklm =
∂
∂−

Les dérivées concernent uniquement les variables θ et ϕ , et ne portent pas sur r

Si une fonction d’onde ),,( ϕθµ rklm

(ii)

est solution de (i) et (ii), alors toute fonction 

),,()( ϕθµ rrf klm est également solution de (i) et (ii) 



D2

),( ϕθm
lYLes fonctions                     sont appelées harmoniques sphériques

Remarque : on normalise séparément la partie angulaire et la partie radiale de ),,( ϕθψ rklm

1),,( 32
=∫∫∫ rdrklm ϕθψ 1sin),(

2
2

0 0

=∫ ∫ θθϕθϕ
π π

dYd m
l

22
=∫

+∞ϕθθ ddrdrrd 23 sin=

En fait, on pourrait démontrer que toutes les fonctions solutions de (i) et (ii) 
sont du type :

),()(),,( ϕθϕθψ m
lklmklm YrRr =

1)( 22

0

=∫ drrrRklm

ϕθθ ddrdrrd sin=

3) Valeurs de l et de m

),,(),,( ϕθψϕθψ
ϕ

rmri klmklm =
∂
∂−

),(),( ϕθϕθ
ϕ

m
l

m
l mYYi =

∂
∂−

ϕθϕθ imm
l

m
l eFY )(),( =

Or ϕ ∈ [0, 2π[ ),()2,( ϕθπϕθ m
l

m
l YY =+



12 =πime m est entier
l est entier

donc l est entier et –l ≤ m ≤ +l

D3

2 ) Propriétés des harmoniques sphériques

Il est possible, à partir du système d’équations (i) et (ii) de calculer

),( ϕθl
lY puis de calculer tous les  ),( ϕθm

lY en appliquant −L̂),( ϕθlY puis de calculer tous les  ),( ϕθlY en appliquant 

Les propriétés essentielles des harmoniques sphériques sont énoncées
par la suite. Pour des démonstrations complètes, se référer par exemple 
À « Mécanique quantique Tome I» (C. Cohen-Tannoudji, B. Diu, F. Laloe
édition Hermann) p 670-672 et p 684-696

Relation de récurrence

),()1()1(),(ˆ 1 ϕθϕθ ±
± ±−+= m

l
m

l YmmllYL

−L̂



D4
Orthonormalisation

''

'

' sin),()),(( *
2

0 0
mmll

m

l

m
l dYYd δδθθϕθϕθϕ

π π

=∫ ∫

Relation de type fermeture

)()cos(cos),(),( ''

0

'' ϕϕδθθδϕθϕθ −−=∑∑
+∞

=

+=

−=l

lm

lm

m
l

m
l YY

0= −=l lm

Parité

rr −→

πϕϕ
θπθ

+→
−→

→ rr

),()1(),( ϕθπϕθπ m
l

lm
l YY −=+−



D5Conjugaison complexe

),()1(),( * ϕθϕθ m
l

mm
l YY −−=

Les premières harmoniques sphériques

π
ϕθ

4

1
),(0

0 =Y

θϕθ cos
3

),(0 =Y θ
π

ϕθ cos
4

3
),(0

1 =Y

ϕθ
π

ϕθ ieY ±± = sin
8

3
),(1

1 m
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