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TD1 : Solution exaxte des systémes
hyperboliques linéaires du premier ordre &
coefficients constants

On considere le systéme d’edp suivant
U+ A0, U=0, teR", zeR (1)

associé & la condition initiale :

U0,z) =Up(z), z€R (2)

ou U est une fonction des variables ¢,z & valeur dans RY avec q entier strictement positif, ot Uy
est une fonction de la variable x & valeur dans RY et o A est une matrice réelle constante de
dimension ¢ x q diagonalisable et & valeurs propres réelles.

Question 1. Donnez quelques exemples de systémes de la forme (1) en Physique. Dans chacun
des cas, précisez I'expression de la matrice A et calculez ses valeurs propres. Quelle est leur si-
gnification physique?

Question 2. On note A1, Ag, ..., \q les ¢ valeurs propres de A rangées par ordre croissant (éven-
tuellement confondues) et Ry, Ry, ..., Ry les vecteurs propres a droites correspondants, normali-
sés arbitrairement, et formant une base de RY. En vous servant du fait que A est diagonalisable
a valeurs propres réelles, montrez que la solution du probléme (1)-(2) a pour expression :

q

Ult,z) =Y _vf(z — \it) By (3)
k=1
ou par définition v(l), vg, ..., v¢ sont les coordonnées de Uy dans la base B des vecteurs propres

de A: B={R1,Ry,...,R;}. En déduire I'interprétation physique des réels \y.

Question 3. On note P la matrice de passage de la base canonique de R? dans la base B. Par
définition :
P=(RiRy...Ry).
D’autre part, on note L1, Lo, ..., L, les q vecteurs lignes de la matrice P~! qui par définition
vérifient donc :
LiRj = 5@'
En déduire que la solution du probléme (1)-(2) peut encore s’écrire :

U(t, :L’) = (Lka(a: - )\kt)) Rk (4)
k=1



On montrera également que les vecteurs L; vérifient pour tout i :
LiA= N\ Lj,

et sont donc vecteurs propores & gauche de A.

On suppose maitenant que la condition initiale Uy est de la forme :

U, st <0
U = g )
o(z) {Ud si x>0 (5)
ot Uy et Uy sont deux vecteurs arbitraires de R?. Un probléme de Cauchy pour lequel la condition
initiale est de la forme (5), c’est a dire composée seulement de deux états constants séparés par
une discontinuité localisée en z = 0, est appelé probléme de Riemann. On verra qu’il joue un
role important pour la construction de schémas volumes finis.

Question 4. On note AU(”)C = Li(Ug — Uy) les coordonnées de Ug — Ug dans la base B. Par
définition, on a donc :

q
Us— Uy => AUSRy
k=1

En utilisant I'expression générale de la solution donnée par (4), montrez que la solution de (1)-
(2)-(5) a pour expression pout tout ¢ > 0 :

U, 8% z/t <\
Ug—i—U&Rl St )\1<l’/t<)\2
q : k .
Ult,r) = Up+ S AUE Y (z—Mt) Ry = Ug+ D AUGRL  si N <a/t<Xis (6)
k=1 k=1
e e
Ug=Us+ > AUSRy si Ay </t

k=1

ou Y désigne la fonction de Heavyside sur R, c’est-a-dire la fonction qui vaut 0 pour z < 0 et 1
pour x > 0.

On notera que la solution ne dépend que de la variable £ = z/t. Représentez la structure de la
soltion dans un diagramme (z,t) et dans un diagramme (£, U). Quel est le nombre de disconti-
nuités de la solution pour ¢ > 07 Donnez une interprétation physique de la solution.

Question 5. Montrer que la fonction flux, F(U) = AU, est toujours continue en x = 0 pour
tout ¢t > 0 et donnez I'expression de F(U(t,0%)) en fonction de Uy, Uy et des matrices A~ et
AT, correspondant aux parties positive, resp. négative, de la matrice A.



