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Le point sur l’intégration temporelle

Plan du cours

• Exemples de simulations numérique récentes en CFD

• Introduction aux méthodes de différences finies

• Le point sur l’intégration temporelle

• Analyse spectrale et notion d’équation équivalente

• Monotonie et limiteurs

• Introduction aux méthodes de volumes finis

• Vers la résolution des équations de Navier-Stokes

3/21
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Notations

Formulation compacte du système semi-discret en espace

Vecteur U des degrés de liberté du problème semi-discret

On note U(t) le vecteur contenant, à un instant t l’ensemble des états
discrets ui , i ∈ [1,m], soit :

U = (u1, u2, ..., um)

Système semi-discret

Le système d’équations différentielles ordinaires issu de la discrétisation
spatiale de l’équation modèle considérée peut alors s’écrire :

U̇ = F (U)

où l’expression exacte de F (U) dépend du schéma en espace utilisé.
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Généralités sur l’intégration temporelle et terminologie

Rôle du schéma d’intégration temporelle

Principes généraux
• L’intégration temporelle a pour fonction de résoudre le système

d’EDO :
U̇ = F (U, t)

⇒ remplacement de la solution exacte U (t) par une suite de valeurs
discrètes en temps.

• Entre les deux instants tn et tn+1, l’intégration temporelle consiste
alors à évaluer l’expression :

δU =
1

∆t

∫ tn+1

tn
F (U)dt,

avec :

δU =
Un+1 − Un

∆t
et ∆t =

(
tn+1 − tn

)
5/21
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Généralités sur l’intégration temporelle et terminologie

Deux grandes familles de schémas d’intégration temporelle

Schémas explicites
• simples à mettre en œuvre et peu coûteux

• stabilité souvent fortement contrainte

• l’état à l’instant n + 1 est calculé à l’aide des instants antérieurs

• Exemples : schémas d’Euler explicite, de Runge-Kutta,...

Schémas implicites
• plus complexes à implémenter et plus coûteux, nécessite la

résolution d’un système à chaque pas de temps.

• beaucoup plus stables que les schémas explicites

• l’état à l’instant n + 1 est calculé à l’aide des instants antérieurs
mais également de n + 1.

• Exemples : schémas d’Euler, de Gear, de Crank-Nicolson,
Runge-Kutta implicites,...
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Généralités sur l’intégration temporelle et terminologie

Approches multi-évaluations/multipas

Méthodes à un pas multi-évaluations

Méthodes  multipas (2 pas)

Stencil temporel

Evaluations intermédiaires

t
t
n+1

t
n

t
n-1

t
n

t
n+1

t
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Schéma d’Euler explicite

Schéma explicite d’Euler

Ecriture du schéma d’Euler explicite

δU = F (Un) avec Un+1 = Un +∆tδU

Propriétés
• Schéma explicite à un pas et une étape

• Plus simple des méthodes d’intégration explicites

• S’interprète comme une méthode des rectangles à gauche en temps

• Très peu coûteux, mais domaine de stabilité extrêmement réduit

• Peu précis car d’ordre un en temps

8/21
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Schéma de Runge-Kutta

Schéma explicite de Runge-Kutta

Ecriture du schéma de Runge-Kutta à deux étapes


δU? = F (Un)

δU = 1
2F
(
U?
)

+ 1
2F (Un)

avec

 U? = Un +∆tδU?

Un+1 = Un +∆tδU

Propriétés
• Schéma explicite à un pas et deux étapes

• Améliore la stabilité et la précision de la méthode d’Euler en faisant
une évaluation supplémentaire des états entre tn et tn+1

• Coût par itération presque deux fois supérieur à celui du schéma
d’Euler explicite

• Possibilité de faire des étapes supplémentaires afin de monter en
ordre et d’élargir (modestement) le domaine de stabilité

• Précis à l’ordre deux en temps
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Schéma de Runge-Kutta

Schéma UPO2VF avec intégration Euler explicite
(CFL=0.1)

10/21



Le point sur l’intégration temporelle

Schéma de Runge-Kutta

Schéma UPO2VF avec intégration explicite RK2
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Schéma d’Euler implicite

Ecriture du schéma

Schéma implicite d’Euler

Ecriture du schéma d’Euler implicite

δU = F
(
Un+1

)
avec Un+1 = Un +∆tδU

Propriétés
• Schéma implicite à un pas et une étape

• Plus simple des méthodes d’intégration implicite

• S’interprète comme une méthode des rectangles à droite en temps

• Nécessite la résolution d’un système

• A-stable

• Peu précis car d’ordre un en temps
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Schéma d’Euler implicite

Intégration du système semi-discret FOU : schéma FOU-IE

Schéma First Order Upwind-Explicit Euler (FOU-EE)

Rappel du schéma explicite FOU-EE au point courant :

un+1
i = uni − C

(
uni − uni−1

)
Ce qui peut se réécrire :

un+1
i = (1− C)uni + Cuni−1

Soit, sous forme d’un système pour l’ensemble des points du maillage :
u1
u2
...
...
um



n+1

=


1− C 0 · · · 0 C

C 1− C 0 · · · 0

0 C 1− C 0
...

... 0
. . .

. . . 0
0 · · · 0 C 1− C




u1
u2
...
...
um



n
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Schéma d’Euler implicite

Intégration du système semi-discret FOU : schéma FOU-IE

Schéma First Order Upwind-Implicit Euler (FOU-IE)

Schéma implicite FOU-IE au point courant :

un+1
i = uni − C

(
un+1
i − un+1

i−1
)

Ce qui peut se réécrire :

(1 + C)un+1
i − Cun+1

i−1 = uni

Soit, sous forme d’un système pour l’ensemble des points du maillage :
1 + C 0 · · · 0 −C
−C 1 + C 0 · · · 0

0 −C 1 + C 0
...

... 0
. . .

. . . 0
0 · · · 0 −C 1 + C




u1
u2
...
...
um



n+1

=


u1
u2
...
...
um



n
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Schéma d’Euler implicite

Stabilité du schéma FOU-IE

Etude de la stabilité du schéma FOU-IE

Ecriture au point courant

un+1
i = uni − C

(
un+1
i − un+1

i−1
)

Expression du facteur d’amplification (1/2)

Soit, en réinjectant uni = An ejiϕ :

An+1 ejiϕ = An ejiϕ−CAn+1
(

ejiϕ− ej(i−1)ϕ
)

On divise par ejiϕ :

An+1 = An − CAn+1
(
e0− e−jϕ

)
Soit :

An+1
(
1 + C− C e−jϕ

)
= An
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Le point sur l’intégration temporelle

Schéma d’Euler implicite

Stabilité du schéma FOU-IE

Etude de la stabilité du schéma FOU-IE

Expression du facteur d’amplification (2/2)

G =
1

1 + C− C e−jϕ
=

1

1 + C− C cosϕ+ jC sinϕ

En notant que ||G||2 = G × G?, on peut écrire :

||G||2 =
1

1 + C− C cosϕ + jC sinϕ
×

1

1 + C− C cosϕ− jC sinϕ

=
1

(1 + C− C cosϕ)2 − jC sinϕ (1 + C− C cosϕ) + jC sinϕ (1 + C− C cosϕ) + C2 sin2 ϕ

Soit finalement :

||G||2 =
1

(1 + C− C cosϕ)2 + C2 sin2 ϕ
≤ 1

Le schéma décentré amont associé à une intégration d’Euler implicite est
par conséquent inconditionellement stable.
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Schéma d’Euler implicite

Résultats

Schéma FOU avec intégration Euler explicite (rappel)
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Schéma d’Euler implicite

Résultats

Schéma FOU avec intégration Euler implicite
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Schéma de Crank-Nicolson

Schéma implicite de Crank-Nicolson

Ecriture du schéma d’Euler implicite

δU =
1

2
F
(
Un+1

)
+

1

2
F (Un) avec Un+1 = Un +∆tδU

Propriétés
• Schéma implicite à un pas et une étape

• S’interprète comme une méthode des trapèzes en temps

• Nécessite la résolution d’un système

• D’ordre deux en temps
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Schéma de Gear

Schéma implicite de Gear

Ecriture du schéma de Gear

δU =
2

3
F
(
Un+1

)
+

1

3
δUn avec

 Un = Un−1 +∆tδUn

Un+1 = Un +∆tδU

Propriétés
• Schéma implicite à deux pas et une étape

• Nécessite la donnée de deux conditions initiales

• Nécessite la résolution d’un système

• D’ordre deux en temps
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Schémas explicites/implicites

Comparaison explicite/implicite

10

Représentation simplifiée du comportement des 
schémas d’intégration temporelle

Schémas explicites :

Re =
UDh

µ
≈ 40.000 (9)

M =
U

a
≈ 0, 02 (10)

0 CFL " 1 ∞ (11)

- 2 -

Re =
UDh

µ
≈ 40.000 (9)

M =
U

a
≈ 0, 02 (10)

0 CFL " 1 ∞ (11)

- 2 -

Re =
UDh

µ
≈ 40.000 (9)

M =
U

a
≈ 0, 02 (10)

0 CFL " 1 ∞ (11)

- 2 -

Re =
UDh

µ
≈ 40.000 (9)

M =
U

a
≈ 0, 02 (10)

0 CFL " 1 ∞ (11)

- 2 -

Schémas implicites :

stables instable

stables stables

solution bien résolue solution mal résolue

11

Etude du schéma d’intégration seul

Si on considère le système suivant :

alors, on peut l’intégrer de manière exacte entre deux instants 
successifs par :

Cette matrice exponentielle se développe alors en :

Chapitre 3. Intégration temporelle implicite

3.2.4 Etude des propriétés du schéma d’intégration temporel seul

On rappelle que l’intégration temporelle consiste à remplacer le système d’équations aux dérivées partielles
(3.10) par la suite numérique (3.22) :

Un+1 = P (J∆t) Un

Tout d’abord, on notera que la forme de la matrice de passage P dépend du schéma d’intégration temporel utilisé.
Ensuite, il faut remarquer que les différents termes de la suite (3.22) approchent la solution du système semi-
discret en espace, mais ne l’égalent pas : Un != U(tn). La différence entre les deux étant liée aux caractéristiques
numériques du schéma d’intégration temporelle, plus ce dernier est précis et plus Un se rapprochera de U(tn). On
peut également essayer de contrebalancer les erreurs liées à la discrétisation spatiale avec le schéma d’intégration
temporelle : dans ce cas on fait en sorte que Un soit le plus proche possible de la solution exacte du problème
modèle U(tn), quitte à s’éloigner de U(tn). Cette approche n’est en général possible que pour une plage de CFL
restreinte, dans laquelle le schéma est excellent, mais souvent au détriment d’une autre plage de CFL, et surtout
de sa stabilité. On notera par ailleurs que la matrice de passage P étant une fonction de J∆t, ses valeurs propres
λP s’obtiennent directement à partir des valeurs propres λ du schéma discret en espace.

3.2.4.1 Stabilité

La notion de stabilité pertinente pour une suite numérique diffère de celle que l’on emploie pour un système
d’équations différentielles ordinaires. On considère ainsi la définition suivante de la stabilité :

Définition 5 Le processus itératif (3.22) est dit stable si la suite géométrique définie par (3.22) est convergente.

Par conséquent, la stabilité du processus itératif (3.22) est obtenue si et seulement si le module de P est inférieur
à l’unité, quelle que soit la valeur propre considérée :

|λP | < 1 (3.45)

On peut alors déterminer le domaine de stabilité du schéma d’intégration temporelle dans le plan complexe, de
façon complètement indépendante de la discrétisation spatiale. Pour étudier la stabilité du schéma discret en
espace et en temps, il suffira alors de confronter le domaine de stabilité du schéma d’intégration temporelle ainsi
obtenu au lieu des valeurs propres λ du système d’EDO discret en espace. Le schéma discret en espace et en
temps est ainsi dit stable si les valeurs propres λ du schéma discret en espace restent contenues dans le domaine
de stabilité du schéma d’intégration temporelle.

Du point de vue de la terminologie, le schéma d’intégration temporel est dit :
• Inconditionellement instable si son domaine de stabilité se réduit au demi-plan de droite de C.
• Conditionellement stable si son domaine de stabilité recouvre partiellement le demi-plan gauche de

C. On parle de stabilité conditionelle car les valeurs propres λ ne resteront dans le domaine de stabilité
du schéma d’intégration temporelle qu’à la condition de vérifier un critère numérique (de type CFL ou
Neuman).

• A-stable si son domaine de stabilité absolue contient le demi-plan de gauche de C en entier.
Il existe bien sûr d’autres types de stabilité plus ou moins contraignants (B-Stabilité, AN-Stabilité, . . .), que
nous n’aborderons pas ici.

3.2.4.2 Précision

On a vu précédemment que le système linéarisé (3.21) pouvait s’intégrer de manière exacte entre les instants
0 et t, menant à la solution (3.34). On peut également l’intégrer de manière exacte entre deux instants successifs
n et n + 1, ce qui mène à :

Un+1 = exp (J∆t) Un (3.46)

La matrice exp (J∆t) peut alors se développer, par définition :

exp (J∆t) = I + J∆t + J2 ∆t2

2!
+ ... + Jn ∆tn

n!
+O

(
∆tn+1

)
(3.47)

Si on considère maintenant le processus itératif (3.22), l’ordre de la méthode d’intégration temporelle est direc-
tement relié à la précision avec laquelle la matrice de passage P (qui est généralement un polynôme pour un
schéma explicite, et une fraction rationnelle pour un schéma implicite) approche l’exponentielle. Cela peut être
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Chapitre 3. Intégration temporelle implicite

3.2.4 Etude des propriétés du schéma d’intégration temporel seul

On rappelle que l’intégration temporelle consiste à remplacer le système d’équations aux dérivées partielles
(3.10) par la suite numérique (3.22) :

Un+1 = P (J∆t) Un

Tout d’abord, on notera que la forme de la matrice de passage P dépend du schéma d’intégration temporel utilisé.
Ensuite, il faut remarquer que les différents termes de la suite (3.22) approchent la solution du système semi-
discret en espace, mais ne l’égalent pas : Un != U(tn). La différence entre les deux étant liée aux caractéristiques
numériques du schéma d’intégration temporelle, plus ce dernier est précis et plus Un se rapprochera de U(tn). On
peut également essayer de contrebalancer les erreurs liées à la discrétisation spatiale avec le schéma d’intégration
temporelle : dans ce cas on fait en sorte que Un soit le plus proche possible de la solution exacte du problème
modèle U(tn), quitte à s’éloigner de U(tn). Cette approche n’est en général possible que pour une plage de CFL
restreinte, dans laquelle le schéma est excellent, mais souvent au détriment d’une autre plage de CFL, et surtout
de sa stabilité. On notera par ailleurs que la matrice de passage P étant une fonction de J∆t, ses valeurs propres
λP s’obtiennent directement à partir des valeurs propres λ du schéma discret en espace.

3.2.4.1 Stabilité

La notion de stabilité pertinente pour une suite numérique diffère de celle que l’on emploie pour un système
d’équations différentielles ordinaires. On considère ainsi la définition suivante de la stabilité :

Définition 5 Le processus itératif (3.22) est dit stable si la suite géométrique définie par (3.22) est convergente.

Par conséquent, la stabilité du processus itératif (3.22) est obtenue si et seulement si le module de P est inférieur
à l’unité, quelle que soit la valeur propre considérée :

|λP | < 1 (3.45)

On peut alors déterminer le domaine de stabilité du schéma d’intégration temporelle dans le plan complexe, de
façon complètement indépendante de la discrétisation spatiale. Pour étudier la stabilité du schéma discret en
espace et en temps, il suffira alors de confronter le domaine de stabilité du schéma d’intégration temporelle ainsi
obtenu au lieu des valeurs propres λ du système d’EDO discret en espace. Le schéma discret en espace et en
temps est ainsi dit stable si les valeurs propres λ du schéma discret en espace restent contenues dans le domaine
de stabilité du schéma d’intégration temporelle.

Du point de vue de la terminologie, le schéma d’intégration temporel est dit :
• Inconditionellement instable si son domaine de stabilité se réduit au demi-plan de droite de C.
• Conditionellement stable si son domaine de stabilité recouvre partiellement le demi-plan gauche de

C. On parle de stabilité conditionelle car les valeurs propres λ ne resteront dans le domaine de stabilité
du schéma d’intégration temporelle qu’à la condition de vérifier un critère numérique (de type CFL ou
Neuman).

• A-stable si son domaine de stabilité absolue contient le demi-plan de gauche de C en entier.
Il existe bien sûr d’autres types de stabilité plus ou moins contraignants (B-Stabilité, AN-Stabilité, . . .), que
nous n’aborderons pas ici.

3.2.4.2 Précision

On a vu précédemment que le système linéarisé (3.21) pouvait s’intégrer de manière exacte entre les instants
0 et t, menant à la solution (3.34). On peut également l’intégrer de manière exacte entre deux instants successifs
n et n + 1, ce qui mène à :

Un+1 = exp (J∆t) Un (3.46)

La matrice exp (J∆t) peut alors se développer, par définition :

exp (J∆t) = I + J∆t + J2 ∆t2

2!
+ ... + Jn ∆tn

n!
+O

(
∆tn+1

)
(3.47)

Si on considère maintenant le processus itératif (3.22), l’ordre de la méthode d’intégration temporelle est direc-
tement relié à la précision avec laquelle la matrice de passage P (qui est généralement un polynôme pour un
schéma explicite, et une fraction rationnelle pour un schéma implicite) approche l’exponentielle. Cela peut être
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Précision

Domaine de stabilité

Le domaine de stabilité du schéma est tel que : 

3.2. Méthode d’analyse spectrale des schémas numériques en 1D

ce qui ne change absolument pas le jacobien J . Pour alléger l’écriture, et se conformer aux notations standards
des ouvrages traitant de ce sujet, on utilisera par la suite la notation U à la place de U! :

U̇ = JU (3.21)

On gardera cependant à l’esprit que U représente une variation par rapport à un état d’équilibre, et non
directement un état.

3.2.1.3 Intégration temporelle du système d’EDO modèle

Intégrerons enfin temporellement l’équation semi-discrète en espace (3.21), en remplaçant cette équation
différentielle ordinaire par la suite numérique :

Un+1 = P (J∆t) Un (3.22)

dans laquelle l’expression de la matrice de passage P dépend du schéma d’intégration temporelle, et est fonction
de la discrétisation spatiale via le jacobien J . On voit donc que l’un des atouts majeurs de la méthodologie ex-
posée dans ce chapitre est de pouvoir étudier successivement le schéma d’espace seul, puis combiné à l’intégration
temporelle. Cependant, on montrera également comment étudier, de manière plus classique, les propriétés in-
trinsèques du schéma d’intégration, sans prendre en compte le schéma de discrétisation spatiale.

3.2.2 Solution exacte de l’équation aux dérivées partielles

Reprenons l’équation de convection diffusion (3.8) :

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
− κ

∂2u

∂x2
= 0

On cherche à résoudre cette équation d’évolution sur un domaine de taille L, avec conditions aux limites de
périodicité u(0, t) = u(L, t) et une condition initiale u(x, 0). On peut alors définir un nombre de Reynolds basé
sur la longueur caractéristique L :

RL =
aL

κ
(3.23)

On notera que, contrairement aux équations de Navier-Stokes qui sont non-linéaires, une valeur élevée du nombre
de Reynolds n’entrâınera pas de transition vers un régime chaotique : il y aura simplement prédominance des
effets convectifs sur les effets dissipatifs. Dans la limite d’un nombre de Reynolds infini, l’équation tend vers
l’équation de convection pure.

La solution étant périodique, elle peut être cherchée sous la forme d’une série de Fourier. Après quelques
manipulations, détaillées en annexe B, on obtient la solution suivante :

u(x, t) =
∑

α∈Z
Bαejkαx+λαt avec Bα =

1
L

∫ L

0
u(x, 0)e−jkαxdx (3.24)

où l’on pose :

λα = −
(
κk2

α + jakα

)
et kα = α

2π

L
(3.25)

En introduisant la longueur d’onde lα = L
α , le nombre d’onde kα peut également s’écrire kα = 2π/lα. La plus

grande longueur d’onde représentable sur le domaine est la taille de ce dernier, soit lmax = L associée au plus
petit nombre d’onde kmin = 2π/L. La solution (3.24) nous servira par la suite de référence absolue, notamment
par rapport à la solution de l’équation semi-discrète et à celle de l’équation équivalente établie par la suite.

3.2.2.1 Définition de la vitesse complexe et équation de dispersion

La solution u(x, t) de (3.24) peut également s’écrire sous la forme, fondamentale pour l’analyse ultérieure des
schémas numériques :

u(x, t) =
∑

α∈Z
Bαejkα(x−vαt) (3.26)
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Chapitre 3. Intégration temporelle implicite

3.2.4 Etude des propriétés du schéma d’intégration temporel seul

On rappelle que l’intégration temporelle consiste à remplacer le système d’équations aux dérivées partielles
(3.10) par la suite numérique (3.22) :

Un+1 = P (J∆t) Un

Tout d’abord, on notera que la forme de la matrice de passage P dépend du schéma d’intégration temporel utilisé.
Ensuite, il faut remarquer que les différents termes de la suite (3.22) approchent la solution du système semi-
discret en espace, mais ne l’égalent pas : Un != U(tn). La différence entre les deux étant liée aux caractéristiques
numériques du schéma d’intégration temporelle, plus ce dernier est précis et plus Un se rapprochera de U(tn). On
peut également essayer de contrebalancer les erreurs liées à la discrétisation spatiale avec le schéma d’intégration
temporelle : dans ce cas on fait en sorte que Un soit le plus proche possible de la solution exacte du problème
modèle U(tn), quitte à s’éloigner de U(tn). Cette approche n’est en général possible que pour une plage de CFL
restreinte, dans laquelle le schéma est excellent, mais souvent au détriment d’une autre plage de CFL, et surtout
de sa stabilité. On notera par ailleurs que la matrice de passage P étant une fonction de J∆t, ses valeurs propres
λP s’obtiennent directement à partir des valeurs propres λ du schéma discret en espace.

3.2.4.1 Stabilité

La notion de stabilité pertinente pour une suite numérique diffère de celle que l’on emploie pour un système
d’équations différentielles ordinaires. On considère ainsi la définition suivante de la stabilité :

Définition 5 Le processus itératif (3.22) est dit stable si la suite géométrique définie par (3.22) est convergente.

Par conséquent, la stabilité du processus itératif (3.22) est obtenue si et seulement si le module de P est inférieur
à l’unité, quelle que soit la valeur propre considérée :

|λP | < 1 (3.45)

On peut alors déterminer le domaine de stabilité du schéma d’intégration temporelle dans le plan complexe, de
façon complètement indépendante de la discrétisation spatiale. Pour étudier la stabilité du schéma discret en
espace et en temps, il suffira alors de confronter le domaine de stabilité du schéma d’intégration temporelle ainsi
obtenu au lieu des valeurs propres λ du système d’EDO discret en espace. Le schéma discret en espace et en
temps est ainsi dit stable si les valeurs propres λ du schéma discret en espace restent contenues dans le domaine
de stabilité du schéma d’intégration temporelle.

Du point de vue de la terminologie, le schéma d’intégration temporel est dit :
• Inconditionellement instable si son domaine de stabilité se réduit au demi-plan de droite de C.
• Conditionellement stable si son domaine de stabilité recouvre partiellement le demi-plan gauche de

C. On parle de stabilité conditionelle car les valeurs propres λ ne resteront dans le domaine de stabilité
du schéma d’intégration temporelle qu’à la condition de vérifier un critère numérique (de type CFL ou
Neuman).

• A-stable si son domaine de stabilité absolue contient le demi-plan de gauche de C en entier.
Il existe bien sûr d’autres types de stabilité plus ou moins contraignants (B-Stabilité, AN-Stabilité, . . .), que
nous n’aborderons pas ici.

3.2.4.2 Précision

On a vu précédemment que le système linéarisé (3.21) pouvait s’intégrer de manière exacte entre les instants
0 et t, menant à la solution (3.34). On peut également l’intégrer de manière exacte entre deux instants successifs
n et n + 1, ce qui mène à :

Un+1 = exp (J∆t) Un (3.46)

La matrice exp (J∆t) peut alors se développer, par définition :

exp (J∆t) = I + J∆t + J2 ∆t2

2!
+ ... + Jn ∆tn

n!
+O

(
∆tn+1

)
(3.47)

Si on considère maintenant le processus itératif (3.22), l’ordre de la méthode d’intégration temporelle est direc-
tement relié à la précision avec laquelle la matrice de passage P (qui est généralement un polynôme pour un
schéma explicite, et une fraction rationnelle pour un schéma implicite) approche l’exponentielle. Cela peut être
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