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Introduction aux méthodes de volumes finis

Plan du cours

• Exemples de simulations numérique récentes en CFD

• Introduction aux méthodes de différences finies

• Le point sur l’intégration temporelle

• Analyse spectrale et équation équivalente

• Monotonie et limiteurs

• Introduction aux méthodes de volumes finis

• Vers la résolution des équations de Navier-Stokes
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Introduction aux méthodes de volumes finis

Exemples de géométries et maillages d’objets industriels

Chambre de combustion avec injecteur à swirl

Vue générale de la CAO et détail de l’injecteur :

4/39



Introduction aux méthodes de volumes finis

Exemples de géométries et maillages d’objets industriels

Eléments de maillage
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Introduction aux méthodes de volumes finis

Formulation faible

Formulation ”volumes finis” pour l’équation d’advection

Rappel de la forme locale de l’équation d’advection sous forme
conservative

∂u

∂t
+∇ · (au) = 0

On introduit alors la notation f pour le flux :

f = au = auex = f ex

Soit :
∂u

∂t
+∇ · f = 0

Ecriture sous forme intégrale (forme dite ”faible”)∫
Ω

(
∂u

∂t
+∇ · f

)
dV = 0
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Introduction aux méthodes de volumes finis

Formulation faible

Réécriture de la forme faible de l’équation d’advection

On rappelle la formule de Green, dans laquelle n est le vecteur normal au
bord du domaine Ω, noté ∂Ω :∫

Ω
∇ · f dV =

∫
∂Ω

f · ndS

Il est alors possible d’écrire le système comme :∫
Ω

∂u

∂t
dV +

∫
∂Ω

f · ndS = 0
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Introduction aux méthodes de volumes finis

Formulation faible

Equation bilan sur chaque cellule i

Les équations bilan peuvent s’écrire sur chaque cellule i :

Vi
dui
dt

= −
∑
j∈V i

f i→j · ni→jSij

où V i désigne l’ensemble des faces du volume de contrôle i et Sij la
surface de la face séparant les cellules i et j .

Système global à résoudre

MU̇ = F (U)

avec la matrice M diagonale par blocs contenant les volumes des cellules,
U l’ensemble des variables ui , et F l’ensemble des flux.
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Introduction aux méthodes de volumes finis

Formulation faible

Volumes Finis vs Différences Finies

Les approches volumes finis (VF) s’appliquent sur formulation
intégrale (faible) des équations et possèdent de grands avantages par
rapport aux méthodes de différences finies :

• elles sont conservatives par construction

• leur formulation les rends bien adapté à leur application sur des
maillages quelconques

En pratique, la majorité des codes de mécanique des fluide et
d’énergétique capables de traiter des applications industrielles repose
aujourd’hui sur des approches de type VF.

⇒ la majorité des outils d’analyse et les grands principes étudiés en DF
restent cependant valables ou peuvent être transposés simplement en VF !
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Introduction aux méthodes de volumes finis

Formulation faible

Le maillage

Il existe deux grandes catégories de maillages :
• Les maillages structurés : ils sont le résultat d’une transformation

topologique continue d’un empilement de cubes en trois dimension
ou de carrés en deux dimensions

• Les maillages non-structurés : ils ne possèdent aucune direction
privilégiée dans l’espace.

Remarques :
• Les maillages dits ”non-structurés” sont souvent exclusivement

constitué de tétraèdres, avec éventuellement des couches de prisme
à la paroi.

• Il existe cependant des approches capables de traiter des maillages
composés de polyèdres quelconques.
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Introduction aux méthodes de volumes finis

Formulation faible

Exemple de maillage structuré
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Introduction aux méthodes de volumes finis

Formulation faible

Exemple de maillage non-structuré hybride
(tétraèdres+prismes)
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Introduction aux méthodes de volumes finis

Formulation faible

Exemple de maillage non-structuré type héxaèdres
redécoupés

13/39



Introduction aux méthodes de volumes finis

Formulation faible

Approche volumes finis en non-structuré

i
i

j

l

Ω ΩD

∂Ω ∂ΩD

ŭl = uKi

u q

ui qi

ul ql wl

u q w PCL(t)

Cellule interne i (bilan) et voisinage Vi

Cellule limite l (condition limite) et voisinage Vl

Influence interne

Influence externe
ŭ = lim

x→∂Ω
u(x)

1

Ω ΩD

∂Ω ∂ΩD

ŭl = uKi

u q

ui qi

ul ql wl

u q w PCL(t)

Cellule interne i (bilan) et voisinage Vi

Cellule limite l (condition limite) et voisinage Vl

Influence interne

Influence externe
ŭ = lim

x→∂Ω
u(x)

1

Ω ΩD

∂Ω ∂ΩD

ŭl = uKi

u q

ui qi

ul ql wl

u q w PCL(t)

Influence interne

Influence externe

Cellule interne i (bilan) et voisinage Vi

Cellule limite l (condition limite) et voisinage Vl

ŭ = lim
x→∂Ω

u(x)

1

Soit une cellule interne i , l’ensemble des cellules ayant une face en
commun avec elle constitue son premier voisinage V i .
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Introduction aux méthodes de volumes finis

Formulation faible

Définition du ”volume de contrôle” VF 1D

Principe du décentrement basé sur les 
caractéristiques

On introduit de la physique dans le schéma numérique, par 
l’intermédiaire des caractéristiques

5.6. Développements limités

u (x + ∆x) = u (x) + ∆x

(
∂u

∂x

)∣∣∣∣
x

+
(∆x)2

2!

(
∂2u

∂x2

)∣∣∣∣∣
x

+
(∆x)3

3!

(
∂3u

∂x3

)∣∣∣∣∣
x

+ . . . +O(∆x)n (5.117)

Formule de Taylor en 2D :

u (x + ∆x, y + ∆y) = u (x, y) (5.118)

+
(

∆x
∂

∂x
+ ∆y

∂

∂y

)
[u (x, y)] (5.119)

+
1
2!

(
∆x

∂

∂x
+ ∆y

∂

∂y

)2

[u (x, y)] (5.120)

+ . . . +
1

(n− 1)!

(
∆x

∂

∂x
+ ∆y

∂

∂y

)n−1

[u (x, y)] +O ((∆x)n, (∆y)n) (5.121)

(
∂u

∂x

)∣∣∣∣
i

=
ui+1 − ui−1

2∆x
+O (∆x)2 (5.122)

(
∂u

∂x

)∣∣∣∣
i

=
ui−1 − ui

∆x
+O (∆x) (5.123)

(
∂u

∂x

)∣∣∣∣
i

=
ui−2 − 4ui−1 − 3ui

∆x
+O (∆x)2 (5.124)

ui+1 = ui + ∆x

(
∂u

∂x

)∣∣∣∣
i

+
(∆x)2

2!

(
∂2u

∂x2

)∣∣∣∣∣
i

+
(∆x)3

3!

(
∂3u

∂x3

)∣∣∣∣∣
i

+ . . . +O(∆x)n (5.125)

ui−1 = ui −∆x

(
∂u

∂x

)∣∣∣∣
i

+
(∆x)2

2!

(
∂2u

∂x2

)∣∣∣∣∣
i

− (∆x)3

3!

(
∂3u

∂x3

)∣∣∣∣∣
i

+ . . . +O(∆x)n (5.126)

∆t n (∆t) (n + 1) (∆t) i− 1 j i + 1 un+1
i un

i (5.127)
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5.6. Développements limités

u (x + ∆x) = u (x) + ∆x

(
∂u

∂x

)∣∣∣∣
x

+
(∆x)2

2!

(
∂2u

∂x2

)∣∣∣∣∣
x

+
(∆x)3

3!

(
∂3u

∂x3

)∣∣∣∣∣
x

+ . . . +O(∆x)n (5.117)

Formule de Taylor en 2D :

u (x + ∆x, y + ∆y) = u (x, y) (5.118)

+
(

∆x
∂

∂x
+ ∆y

∂

∂y

)
[u (x, y)] (5.119)

+
1
2!

(
∆x

∂

∂x
+ ∆y

∂

∂y

)2

[u (x, y)] (5.120)

+ . . . +
1

(n− 1)!

(
∆x

∂

∂x
+ ∆y

∂

∂y

)n−1

[u (x, y)] +O ((∆x)n, (∆y)n) (5.121)

(
∂u

∂x

)∣∣∣∣
i

=
ui+1 − ui−1

2∆x
+O (∆x)2 (5.122)

(
∂u

∂x

)∣∣∣∣
i

=
ui−1 − ui

∆x
+O (∆x) (5.123)

(
∂u

∂x

)∣∣∣∣
i

=
ui−2 − 4ui−1 − 3ui

∆x
+O (∆x)2 (5.124)

ui+1 = ui + ∆x

(
∂u

∂x

)∣∣∣∣
i

+
(∆x)2

2!

(
∂2u

∂x2

)∣∣∣∣∣
i

+
(∆x)3

3!

(
∂3u

∂x3

)∣∣∣∣∣
i

+ . . . +O(∆x)n (5.125)

ui−1 = ui −∆x

(
∂u

∂x

)∣∣∣∣
i

+
(∆x)2

2!

(
∂2u

∂x2

)∣∣∣∣∣
i

− (∆x)3

3!

(
∂3u

∂x3

)∣∣∣∣∣
i

+ . . . +O(∆x)n (5.126)

∆t n (∆t) (n + 1) (∆t) i− 1 i i + 1 un+1
i un

i x a∆t ∆x (5.127)

- 25 -
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20

Définition du volume de contrôle 
en volumes finis

Chapitre 3. Intégration temporelle implicite

3.3 Etude des propriétés des schémas de discrétisation spatiale

L’objectif principal de cette section est de déterminer l’expression des valeurs propres du système, résultant de
l’application de schémas de discrétisation spatiale particuliers à l’équation de convection pure. Plus précisément,
on s’intéressera à deux schémas :

• Le premier est construit à l’aide d’une interpolation MUSCL d’ordre deux et d’un décentrement ODF. Il
s’agit du schéma utilisé dans la plupart des simulations présentées par la suite, et les valeurs propres du
système discret issues de son application seront notées λ.

• Le second utilise également un décentrement ODF, mais est seulement d’ordre un. Ce schéma est utilisé
pour construire la matrice jacobienne dite ”approchée” mentionnée en introduction de ce chapitre, et dont
les valeurs propres seront notées λ̂ .

Cette section, essentiellement calculatoire, n’introduit pas de nouvelles notions. Elle permet cependant de faire
un lien entre la méthodologie décrite dans la section 3.2 et l’étude des schémas d’intégration temporelle menée
dans la suite de ce chapitre.

3.3.1 Topologie du maillage et notations

De façon à analyser les propriétés des schémas numériques dans le cadre le plus approprié possible, on étudiera
le schéma au point courant, noté i. On adoptera par ailleurs une formulation permettant de faire le lien entre les
notations de type structuré (ou différences finis) et une approche non-structurée. Par ailleurs on suivra, dans la
mesure du possible, le même déroulement opératoire (calcul des gradients de maille, puis interpolation ...) que
celui des algorithmes de Cedre. Le schéma étudié offre en 1D une signature (stencil) à cinq points. Les indices
entiers représentent les cellules de contrôles (segments), et les indices demi-entiers désignent de façon symbolique
les interfaces. On distinguera de plus, pour une interface donnée, les quantités à gauche (indicées -) et à droite
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3.2.2 Ecriture complète du schéma

Discrétisation spatiale

Construction des flux de part et d’autre des interfaces. En prenant des faces de longueur
unitaire, on a le flux de au normal de la cellule i vers i + 1 :

fn−
i+ 1

2

= αu−
i+ 1

2
ex · n−

i− 1
2

= αu−
i+ 1

2
(3.30)

Les flux à droite et à gauche des interfaces s’écrit :
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Construction des flux d’ interfaces.

On calcul les flux avec une formule décentrée ODF. Dans ce cas particulier trivial où la matrice est
un scalaire, le Jacobien (déterminant de la matrice Jacobienne) est également égal à a. Le décentrement
dépend donc du signe de a.
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Assemblage du schéma discret en espace

On se retrouve maintenant avec l’équation différentielle ordinaire (EDO) suivante :

∆x
dui

dt
= fn

i+ 1
2
− fn
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2

(3.39)

On obtient alors un schéma dont les propriétés dépendent du signe de a :
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i i + 1 i + 2 i− 1 i− 2 i− 1
2

i +
1
2
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∆x
dui

dt
= α

2
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ui+2

[
1
4
− 1

4
sgn (α)

]

+ ui+1

[
1− 1

2
sgn (α)

]

− ui

[
1
2
− 2sgn (α)

]

− ui−1

[
1 +

3
2
sgn (α)

]

+ ui−2

[
1
4

+
1
4
sgn (α)

]}
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3.2.2 Ecriture complète du schéma

Discrétisation spatiale

Construction des flux de part et d’autre des interfaces. En prenant des faces de longueur
unitaire, on a le flux de au normal de la cellule i vers i + 1 :

fn−
i+ 1

2

= αu−
i+ 1

2
ex · n−

i− 1
2

= αu−
i+ 1

2
(3.30)

Les flux à droite et à gauche des interfaces s’écrit :

fn−
i− 1

2

= αu−
i− 1

2
= α

(
ui−1 +

ui − ui−2

4

)
(3.31)

fn+
i− 1

2

= αu+
i− 1

2
= α

(
ui +

ui+1 − ui−1

4

)
(3.32)

fn−
i+ 1

2

= αu−
i+ 1

2
= α

(
ui +

ui+1 − ui−1

4

)
(3.33)

fn+
i+ 1

2

= αu+
i+ 1

2
= α

(
ui+1 +

ui+2 − ui

4

)
(3.34)

Construction des flux d’ interfaces.

On calcul les flux avec une formule décentrée ODF. Dans ce cas particulier trivial où la matrice est
un scalaire, le Jacobien (déterminant de la matrice Jacobienne) est également égal à a. Le décentrement
dépend donc du signe de a.

Jn+
i− 1

2

=
(

∂fn

∂u

)+

i− 1
2

=
(

∂uα

∂u

)+

i− 1
2

= α (3.35)

Jn−
i+ 1

2

=
(

∂fn

∂u

)−

i+ 1
2

=
(

∂uα

∂u

)−

i+ 1
2

= α (3.36)

fn
i− 1

2
=

fn−
i− 1

2

+ fn+
i− 1

2

2
+ sgn (α)

fn−
i− 1

2

− fn+
i− 1

2

2
(3.37)

fn
i+ 1

2
=

fn−
i+ 1

2

+ fn+
i+ 1

2

2
+ sgn (α)

fn−
i+ 1

2

− fn+
i+ 1

2

2
(3.38)

Assemblage du schéma discret en espace

On se retrouve maintenant avec l’équation différentielle ordinaire (EDO) suivante :

∆x
dui

dt
= fn

i+ 1
2
− fn

i− 1
2

(3.39)

On obtient alors un schéma dont les propriétés dépendent du signe de a :
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Assemblage du schéma discret en espace
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dépend donc du signe de a.

Jn+
i− 1

2

=
(

∂fn

∂u

)+

i− 1
2

=
(

∂uα

∂u

)+

i− 1
2

= α (3.35)

Jn−
i+ 1

2

=
(

∂fn

∂u

)−

i+ 1
2

=
(

∂uα

∂u

)−

i+ 1
2

= α (3.36)

fn
i− 1

2
=

fn−
i− 1

2

+ fn+
i− 1

2

2
+ sgn (α)

fn−
i− 1

2

− fn+
i− 1

2

2
(3.37)

fn
i+ 1

2
=

fn−
i+ 1

2

+ fn+
i+ 1

2

2
+ sgn (α)

fn−
i+ 1

2

− fn+
i+ 1

2

2
(3.38)
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Assemblage du schéma discret en espace

On se retrouve maintenant avec l’équation différentielle ordinaire (EDO) suivante :
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On obtient alors un schéma dont les propriétés dépendent du signe de a :

Fig. 3.4: Système de notations monodimentionnel

(indicées +) de celle-ci.
Le vecteur unitaire d relie le centre des segments de telle façon que :

di→j =
xj − xi

|xj − xi|
ex (3.63)

On prendra comme convention que toutes les normales sont orientées selon ex : n = ex. On introduit également
la normale extérieure n∗, telle que n∗ = sgn (d · n) n. Conformément à la convention adoptée, on a alors :

n∗ = sgn (d · ex) ex (3.64)

3.3.2 Ecriture des schémas en 1D sur l’équation de convection

3.3.2.1 Ecriture du système

On rappelle l’expression de l’équation de convection pure sous forme faible (3.9) :
∫

Ω

∂u

∂t
dΩ +

∫

∂Ω
ua · ndS = 0
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5.10. Schémas décentrés

∫

Ω

∂u

∂t
dV +

∫

∂Ω
f · ndS = 0 (5.177)

∫

Ω

∂u

∂t
dV = −

∫

∂Ω
f · ndS = 0 (5.178)

5.10 Schémas décentrés

un+1
i = un

p (5.179)

– Sur l’axe des abscisses, le point P se trouve à une distance a∆t du point i.
– La variation de la grandeur u entre le point i et le point P est donc telle que :

un
P = un

i − a∆t
un

i − un
i−1

∆x
si a > 0 (5.180)

∆t n (∆t) (n + 1) (∆t) i− 1 i i + 1 un+1
i un

i x a∆t ∆x (5.181)

un+1
i = un

i − a∆t
un

i − un
i−1

∆x
si a > 0 (5.182)

un+1
i = un

i −
∆t

∆x

[
a+

(
un

i − un
i−1

)
+ a−

(
un

i+1 − un
i

)]
(5.183)

a+ =
1
2

(a + |a|) si a > 0 (5.184)

a− =
1
2

(a− |a|) si a < 0 (5.185)

∫

Ω

∂u

∂t
dV = −




∫

A
i+ 1

2

f i+ 1
2

· ni+ 1
2
dS +

∫

A
i− 1

2

f i− 1
2

· ni− 1
2
dS



 = 0 (5.186)

ni− 1
2

= −ex (5.187)

ni+ 1
2

= +ex (5.188)

Donc, si la vitesse de transport est orienté suivant l’axe des x :

∫

Ω

∂u

∂t
dV = −




∫

A
i+ 1

2

f i+ 1
2
dS −

∫

A
i− 1

2

f i− 1
2
dS



 · ex = 0 (5.189)

Et que l’on prend des ”surfaces” unitaires, ainsi que des fonctions constantes par faces :
∫

Ω

∂u

∂t
dV =

(
f i− 1

2
− f i+ 1

2

)
· ex = 0 (5.190)

∫

Ω

∂u

∂t
dV = −




∫

A
i+ 1

2

f i+ 1
2
dS −

∫

A
i− 1

2

f i− 1
2
dS



 · ex = 0 (5.191)
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Sur le volume de contrôle centré sur le point “i”, l’équation de 
bilan précédente se décompose en : Ecriture de l’équation de bilan sur le volume de contrôle

∫
Ω

∂u

∂t
dV = −

∫
A
i+ 1

2

f i+ 1
2
· ni+ 1

2
dS +

∫
A
i− 1

2

f i− 1
2
· ni− 1

2
dS

 = 0
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Introduction aux méthodes de volumes finis

Formulation faible

Les normales aux faces étant telles que :

ni− 1
2

= −ex (1)

ni+ 1
2

= +ex (2)

Le bilan s’écrit alors :∫
Ω

∂u

∂t
dV = −

∫
A
i+ 1

2

f i+ 1
2
dS −

∫
A
i− 1

2

f i− 1
2
dS

 · ex = 0

de plus, on prend les ”faces” de longueur unitaire :∫
Ω

∂u

∂t
dV =

(
f i− 1

2
− f i+ 1

2

)
· ex = 0
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Introduction aux méthodes de volumes finis

Formulation faible

Notion de ”flux numérique”

Une question fondamentale dans les méthodes de différences finies est
l’évaluation des flux numériques sur les différentes faces du volume de
contrôle. Il existe globalement deux type de flux :

• Les flux centrés (auxquels sont souvent ajoutés des termes
stabilisateurs dissipatifs)

• Les flux décentrés

⇒ nous allons par la suite nous intéresser à l’approche MUSCL
(Monotonic Upstream Schemes for Conservation Laws) qui permet
d’obtenir des schémas décentrés d’ordre deux en espace très utilisés.
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Introduction aux méthodes de volumes finis

Schémas VF MUSCL

Schéma de principe en 1D de la méthode MUSCL

26

 Principe de la méthode MUSCL

2.1. Fondements théoriques des méthodes

2.1.3.2 Solveurs de Riemann approchés

La résolution de ce problème étant très coûteuse, on s’intéresse à toute une famille de schémas appelés
”solveurs de Rieman approchés”. Ces schémas décentrés ne nécessitent pas le calcul explicite des trois ondes
associées au problème de Riemann, mais simplement la connaissance de propriétés spectrales de la matrice
jacobienne du problème linéarisé :






∂u

∂t
+ Ã

∂u

∂x
= 0, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) =

{
uG x < 0
uD x > 0

(2.4)

Comme souligné par Godlewski et Raviart [47], la matrice Ã (uD, uG) doit cependant vérifier trois conditions :
• Caractère hyperbolique, comme A
• Consistance avec A :

Ã (uD, uG) = u (2.5)

• Rester conservative à travers les discontinuités :

fG − fD = A (uG − uD) (2.6)

Ces schémas possèdent globalement les mêmes propriétés que le schéma de Godunov, pour un coût bien moindre.
On notera qu’il existe plusieurs variantes de ces solveurs de Riemann approchés : les schémas Flux Différence
Splitting (FDS) dont la figure emblématique est le schéma de Roe, les schémas Flux Vector Spliting (FVS)
introduits par Steger-Warming et Van-Leer, et plus récemment les schémas AUSM qui proposent une approche
mixte.

2.1.3.3 Montée en ordre et limiteurs

La discrétisation d’ordre un en espace entrâınant une dissipation numérique du même ordre que la dissipation
physique, les résultats obtenus sont généralement de qualité médiocre. Des schémas dits de ”haute précision”,
dénomination usuelle englobant tous les schémas au moins d’ordre 2 en espace, ont été développés par la suite.
Ainsi, en interpolant linéairement les grandeurs calculées au centre des cellules de part et d’autre des interfaces
on peut atteindre l’ordre deux.

i j

Ui

Uj

K

UKj

UKi

Fig. 2.3: Ordre 2 en espace obtenu par interpolation linéaire

Définition 1 On appelle Variation Totale (TV) la grandeur définie par :

TV (un) =
+∞∑

−∞
|un

i+1 − un
i | (2.7)
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Etats calculés au centre des cellules

Etat à gauche de l’interface
(sert à calculer le flux à gauche)

Etat à droite de l’interface
(sert à calculer le flux à droite)

27

Terminologie associée à l’espace discret 
dans le cadre d’une approche volumes finis

2.2. Discrétisation spatiale

2.2 Discrétisation spatiale

Tout d’abord, on rappelle que l’on se place dans le cadre d’une approche volumes finis cell-centered. On
présente dans cette section la méthode de discrétisation spatiale employée, permettant de traiter des maillages
non structurés ”généralisés”. Ces maillages peuvent être constitués de cellules polyédriques quelconques, dont les
faces ne sont pas nécessairement planes. En l’absence de structure dans le maillage, on introduit la terminologie
suivante : pour une cellule interne au domaine de calcul i, l’ensemble des cellules ayant une face en commun
avec elle constitue son premier voisinage Vi. Par extension, l’ensemble des cellules ayant au moins une face en

i
i

j

l

Ω ΩD

∂Ω ∂ΩD

ŭl = uKi

u q

ui qi

ul ql wl

u q w PCL(t)

Cellule interne i (bilan) et voisinage Vi

Cellule limite l (condition limite) et voisinage Vl

Influence interne

Influence externe
ŭ = lim

x→∂Ω
u(x)

1

Ω ΩD

∂Ω ∂ΩD

ŭl = uKi

u q

ui qi

ul ql wl

u q w PCL(t)

Cellule interne i (bilan) et voisinage Vi

Cellule limite l (condition limite) et voisinage Vl

Influence interne

Influence externe
ŭ = lim

x→∂Ω
u(x)

1

Ω ΩD

∂Ω ∂ΩD

ŭl = uKi

u q

ui qi

ul ql wl

u q w PCL(t)

Influence interne

Influence externe

Cellule interne i (bilan) et voisinage Vi

Cellule limite l (condition limite) et voisinage Vl

ŭ = lim
x→∂Ω

u(x)

1

Fig. 2.5: Notations relatives à l’espace discret.

commun avec des cellules appartenant au premier voisinage est appelé second voisinage.
Les équations de bilan sur les cellules internes peuvent alors s’écrire sous la forme :

Vi
dqi

dt
= −

∑

j∈Vi

Fi→j + Viσi (2.10)

Ceci traduit le fait que la variation de la quantité ”conservée” qi au cours du temps est égale aux sources
volumiques σi, moins les flux scalaires sortants.

Pour les cellules limites, indicées l, l’évolution des états ql est régie par :

TLl

dql

dt
=

(
∂q

∂w

)

l

Ll (2.11)

où Ll est défini par l’équation (1.61) et ∂q
∂w est le jacobien de la transformation du jeu de variables aux limites

w vers les variables conservées q.
Le problème discret en espace est donc constitué d’un système d’équations différentielles ordinaires, compre-

nant d’une part les équations de conservation interne (2.10) et d’autre part les équations aux limites (2.11). On
peut rassembler ces deux systèmes au sein du formalisme global (interne + limites) :

MQ̇ = F (U) (2.12)

avec la matrice M diagonale par blocs contenant les volumes des cellules et les temps caractéristiques aux limites,
Q l’ensemble des quantités conservées, et F les déséquilibres.

La discrétisation spatiale proprement dite peut alors se décomposer en deux étapes successives qui sont,
tout d’abord, l’interpolation des grandeurs aux interfaces puis le calcul du flux numérique. Pour le calcul
des flux, on utilisera des approches très répandues en mécanique des fluides numériques, telles que la méthode
MUSCL décrite précédemment. La phase d’interpolation, en revanche, concentre les problèmes spécifiques liés à
la prise en compte de maillages non structurés.
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Introduction aux méthodes de volumes finis

Schémas VF MUSCL

Remarques sur la méthode MUSCL

Un point important : le calcul du gradient
• L’interpolation est linéaire par cellule ⇒ il peut être nécessaire de

calculer un gradient de maille.

• Sur des maillages structurés : très simple, il suffit d’utiliser la
formule de Taylor ! gradient.

• Sur des maillages non-structurés : plus complexe, utilisation de
formules de type Green ou moindres carrés.
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Introduction aux méthodes de volumes finis

Schémas VF MUSCL

Stencils pour évaluer le gradient moyen de maille
4. Discrétisation spatiale : gradients moyens de mailles

Moindres carrés "isotropes"

jMoindres carrés sur G
moyen 

gradient 

consistant limitation 

sur option 

isotrope 

de mailleG
K

Moindres carrés sur H

jH

(exact si u linéaire)

Green sur cellule de bilan

Mi!ui LV ui u j
Green : Mi ViI courbure Non symétrique

Moindres carrés : Mi symétrique
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Introduction aux méthodes de volumes finis

Schémas VF MUSCL

Méthode de Green

On rappelle la définition classique de la formule de Green, qui est le point
de départ de la méthode :∫

Ω
∇udΩ =

∫
∂Ω

u(r)ndA

Ce qui peut s’écrire, une fois appliqué à une cellule i particulière :

Vi∇u =
∑
j∈V i

∫
Aij

u(r)ndA

Remarque : cette égalité n’est pas valable dans le cadre d’une
représentation linéaire par cellules, puisque dans ce cas u n’est pas
continue le long du contour dΩ. C’est une des approximations de la
méthode.
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Introduction aux méthodes de volumes finis

Application de l’approche VF-MUSCL à l’équation d’advection

Ecriture des schémas semi-discrets d’ordre un et deux au point courant

Ecriture de l’équation de convection en formulation
volumes-finis

On reprend l’équation de convection en formulation VF 1D :∫
Ω

∂u

∂t
dV = −

(
f i+ 1

2
+ f i− 1

2

)
· ex

Soit : ∫
Ω

∂u

∂t
dV = −

[
fi+ 1

2

(
ni+ 1

2
· ex

)
+ fi− 1

2

(
ni− 1

2
· ex

)]
Et enfin : ∫

Ω

∂u

∂t
dV = fi− 1

2
− fi+ 1

2
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Introduction aux méthodes de volumes finis

Application de l’approche VF-MUSCL à l’équation d’advection

Ecriture des schémas semi-discrets d’ordre un et deux au point courant

Décentrement des flux

Choix du flux numérique

On choisit le flux numérique suivant :

fi− 1
2

=
f −
i− 1

2

+ f +
i− 1

2

2
+ sgn (a)

f −
i− 1

2

− f +
i− 1

2

2

fi+ 1
2

=
f −
i+ 1

2

+ f +
i+ 1

2

2
+ sgn (a)

f −
i+ 1

2

− f +
i+ 1

2

2

avec :
f +
i+ 1

2

= au+
i+ 1

2

Exemple : si a > 0, fi− 1
2

= f −
i− 1

2

et fi+ 1
2

= f −
i+ 1

2

.
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Introduction aux méthodes de volumes finis

Application de l’approche VF-MUSCL à l’équation d’advection

Ecriture des schémas semi-discrets d’ordre un et deux au point courant

Rappel des notations

Principe du décentrement basé sur les 
caractéristiques

On introduit de la physique dans le schéma numérique, par 
l’intermédiaire des caractéristiques

5.6. Développements limités

u (x + ∆x) = u (x) + ∆x

(
∂u

∂x

)∣∣∣∣
x

+
(∆x)2

2!

(
∂2u

∂x2

)∣∣∣∣∣
x

+
(∆x)3

3!

(
∂3u

∂x3

)∣∣∣∣∣
x

+ . . . +O(∆x)n (5.117)

Formule de Taylor en 2D :

u (x + ∆x, y + ∆y) = u (x, y) (5.118)

+
(

∆x
∂

∂x
+ ∆y

∂

∂y

)
[u (x, y)] (5.119)

+
1
2!

(
∆x

∂

∂x
+ ∆y

∂

∂y

)2

[u (x, y)] (5.120)

+ . . . +
1

(n− 1)!

(
∆x

∂

∂x
+ ∆y

∂

∂y

)n−1

[u (x, y)] +O ((∆x)n, (∆y)n) (5.121)

(
∂u

∂x

)∣∣∣∣
i

=
ui+1 − ui−1

2∆x
+O (∆x)2 (5.122)

(
∂u

∂x

)∣∣∣∣
i

=
ui−1 − ui

∆x
+O (∆x) (5.123)

(
∂u

∂x

)∣∣∣∣
i

=
ui−2 − 4ui−1 − 3ui

∆x
+O (∆x)2 (5.124)

ui+1 = ui + ∆x

(
∂u

∂x

)∣∣∣∣
i

+
(∆x)2

2!

(
∂2u
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i

+
(∆x)3

3!

(
∂3u
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i

+ . . . +O(∆x)n (5.125)

ui−1 = ui −∆x

(
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+
(∆x)2
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(
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i

− (∆x)3

3!

(
∂3u
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)∣∣∣∣∣
i

+ . . . +O(∆x)n (5.126)

∆t n (∆t) (n + 1) (∆t) i− 1 j i + 1 un+1
i un

i (5.127)

- 25 -
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20

Définition du volume de contrôle 
en volumes finis

Chapitre 3. Intégration temporelle implicite

3.3 Etude des propriétés des schémas de discrétisation spatiale

L’objectif principal de cette section est de déterminer l’expression des valeurs propres du système, résultant de
l’application de schémas de discrétisation spatiale particuliers à l’équation de convection pure. Plus précisément,
on s’intéressera à deux schémas :

• Le premier est construit à l’aide d’une interpolation MUSCL d’ordre deux et d’un décentrement ODF. Il
s’agit du schéma utilisé dans la plupart des simulations présentées par la suite, et les valeurs propres du
système discret issues de son application seront notées λ.

• Le second utilise également un décentrement ODF, mais est seulement d’ordre un. Ce schéma est utilisé
pour construire la matrice jacobienne dite ”approchée” mentionnée en introduction de ce chapitre, et dont
les valeurs propres seront notées λ̂ .

Cette section, essentiellement calculatoire, n’introduit pas de nouvelles notions. Elle permet cependant de faire
un lien entre la méthodologie décrite dans la section 3.2 et l’étude des schémas d’intégration temporelle menée
dans la suite de ce chapitre.

3.3.1 Topologie du maillage et notations

De façon à analyser les propriétés des schémas numériques dans le cadre le plus approprié possible, on étudiera
le schéma au point courant, noté i. On adoptera par ailleurs une formulation permettant de faire le lien entre les
notations de type structuré (ou différences finis) et une approche non-structurée. Par ailleurs on suivra, dans la
mesure du possible, le même déroulement opératoire (calcul des gradients de maille, puis interpolation ...) que
celui des algorithmes de Cedre. Le schéma étudié offre en 1D une signature (stencil) à cinq points. Les indices
entiers représentent les cellules de contrôles (segments), et les indices demi-entiers désignent de façon symbolique
les interfaces. On distinguera de plus, pour une interface donnée, les quantités à gauche (indicées -) et à droite
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3.2.2 Ecriture complète du schéma

Discrétisation spatiale

Construction des flux de part et d’autre des interfaces. En prenant des faces de longueur
unitaire, on a le flux de au normal de la cellule i vers i + 1 :

fn−
i+ 1

2

= αu−
i+ 1

2
ex · n−

i− 1
2

= αu−
i+ 1

2
(3.30)

Les flux à droite et à gauche des interfaces s’écrit :
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2
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4
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2

= αu+
i+ 1

2
= α

(
ui+1 +

ui+2 − ui

4
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(3.34)

Construction des flux d’ interfaces.

On calcul les flux avec une formule décentrée ODF. Dans ce cas particulier trivial où la matrice est
un scalaire, le Jacobien (déterminant de la matrice Jacobienne) est également égal à a. Le décentrement
dépend donc du signe de a.
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∂fn

∂u

)+

i− 1
2

=
(

∂uα

∂u

)+

i− 1
2

= α (3.35)

Jn−
i+ 1

2

=
(

∂fn

∂u

)−

i+ 1
2

=
(

∂uα

∂u

)−

i+ 1
2

= α (3.36)

fn
i− 1

2
=

fn−
i− 1

2

+ fn+
i− 1

2

2
+ sgn (α)

fn−
i− 1

2

− fn+
i− 1

2

2
(3.37)

fn
i+ 1

2
=

fn−
i+ 1

2

+ fn+
i+ 1

2

2
+ sgn (α)

fn−
i+ 1

2

− fn+
i+ 1

2

2
(3.38)

Assemblage du schéma discret en espace

On se retrouve maintenant avec l’équation différentielle ordinaire (EDO) suivante :
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dt
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2
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i− 1
2

(3.39)

On obtient alors un schéma dont les propriétés dépendent du signe de a :
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3.2.2 Ecriture complète du schéma

Discrétisation spatiale

Construction des flux de part et d’autre des interfaces. En prenant des faces de longueur
unitaire, on a le flux de au normal de la cellule i vers i + 1 :

fn−
i+ 1

2

= αu−
i+ 1

2
ex · n−

i− 1
2

= αu−
i+ 1

2
(3.30)

Les flux à droite et à gauche des interfaces s’écrit :

fn−
i− 1

2

= αu−
i− 1

2
= α

(
ui−1 +

ui − ui−2

4

)
(3.31)

fn+
i− 1

2

= αu+
i− 1

2
= α

(
ui +

ui+1 − ui−1

4

)
(3.32)

fn−
i+ 1

2

= αu−
i+ 1

2
= α

(
ui +

ui+1 − ui−1

4

)
(3.33)

fn+
i+ 1

2

= αu+
i+ 1

2
= α

(
ui+1 +

ui+2 − ui

4

)
(3.34)

Construction des flux d’ interfaces.

On calcul les flux avec une formule décentrée ODF. Dans ce cas particulier trivial où la matrice est
un scalaire, le Jacobien (déterminant de la matrice Jacobienne) est également égal à a. Le décentrement
dépend donc du signe de a.

Jn+
i− 1

2

=
(

∂fn

∂u

)+

i− 1
2

=
(

∂uα

∂u

)+

i− 1
2

= α (3.35)

Jn−
i+ 1

2

=
(

∂fn

∂u

)−

i+ 1
2

=
(

∂uα

∂u

)−

i+ 1
2

= α (3.36)

fn
i− 1

2
=

fn−
i− 1

2

+ fn+
i− 1

2

2
+ sgn (α)

fn−
i− 1

2

− fn+
i− 1

2

2
(3.37)

fn
i+ 1

2
=

fn−
i+ 1

2

+ fn+
i+ 1

2

2
+ sgn (α)

fn−
i+ 1

2

− fn+
i+ 1

2

2
(3.38)

Assemblage du schéma discret en espace

On se retrouve maintenant avec l’équation différentielle ordinaire (EDO) suivante :
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dépend donc du signe de a.

Jn+
i− 1

2

=
(

∂fn

∂u

)+

i− 1
2

=
(

∂uα

∂u

)+

i− 1
2

= α (3.35)

Jn−
i+ 1

2

=
(

∂fn

∂u

)−

i+ 1
2

=
(

∂uα

∂u

)−

i+ 1
2

= α (3.36)

fn
i− 1

2
=

fn−
i− 1

2

+ fn+
i− 1

2

2
+ sgn (α)

fn−
i− 1

2

− fn+
i− 1

2

2
(3.37)

fn
i+ 1

2
=
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+ fn+
i+ 1
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2
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fn−
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2

− fn+
i+ 1

2
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Assemblage du schéma discret en espace

On se retrouve maintenant avec l’équation différentielle ordinaire (EDO) suivante :
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=
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Assemblage du schéma discret en espace

On se retrouve maintenant avec l’équation différentielle ordinaire (EDO) suivante :

∆x
dui

dt
= fn

i+ 1
2
− fn

i− 1
2

(3.39)

On obtient alors un schéma dont les propriétés dépendent du signe de a :

Fig. 3.4: Système de notations monodimentionnel

(indicées +) de celle-ci.
Le vecteur unitaire d relie le centre des segments de telle façon que :

di→j =
xj − xi

|xj − xi|
ex (3.63)

On prendra comme convention que toutes les normales sont orientées selon ex : n = ex. On introduit également
la normale extérieure n∗, telle que n∗ = sgn (d · n) n. Conformément à la convention adoptée, on a alors :

n∗ = sgn (d · ex) ex (3.64)

3.3.2 Ecriture des schémas en 1D sur l’équation de convection

3.3.2.1 Ecriture du système

On rappelle l’expression de l’équation de convection pure sous forme faible (3.9) :
∫

Ω

∂u

∂t
dΩ +

∫

∂Ω
ua · ndS = 0
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5.10. Schémas décentrés

∫

Ω

∂u

∂t
dV +

∫

∂Ω
f · ndS = 0 (5.177)

∫

Ω

∂u

∂t
dV = −

∫

∂Ω
f · ndS = 0 (5.178)

5.10 Schémas décentrés

un+1
i = un

p (5.179)

– Sur l’axe des abscisses, le point P se trouve à une distance a∆t du point i.
– La variation de la grandeur u entre le point i et le point P est donc telle que :

un
P = un

i − a∆t
un

i − un
i−1

∆x
si a > 0 (5.180)

∆t n (∆t) (n + 1) (∆t) i− 1 i i + 1 un+1
i un

i x a∆t ∆x (5.181)

un+1
i = un

i − a∆t
un

i − un
i−1

∆x
si a > 0 (5.182)

un+1
i = un

i −
∆t

∆x

[
a+

(
un

i − un
i−1

)
+ a−

(
un

i+1 − un
i

)]
(5.183)

a+ =
1
2

(a + |a|) si a > 0 (5.184)

a− =
1
2

(a− |a|) si a < 0 (5.185)

∫

Ω

∂u

∂t
dV = −




∫

A
i+ 1

2

f i+ 1
2

· ni+ 1
2
dS +

∫

A
i− 1

2

f i− 1
2

· ni− 1
2
dS



 = 0 (5.186)

ni− 1
2

= −ex (5.187)

ni+ 1
2

= +ex (5.188)

Donc, si la vitesse de transport est orienté suivant l’axe des x :

∫

Ω

∂u

∂t
dV = −




∫

A
i+ 1

2

f i+ 1
2
dS −

∫

A
i− 1

2

f i− 1
2
dS



 · ex = 0 (5.189)

Et que l’on prend des ”surfaces” unitaires, ainsi que des fonctions constantes par faces :
∫

Ω

∂u

∂t
dV =

(
f i− 1

2
− f i+ 1

2

)
· ex = 0 (5.190)

∫

Ω

∂u

∂t
dV = −




∫

A
i+ 1

2

f i+ 1
2
dS −

∫

A
i− 1

2

f i− 1
2
dS



 · ex = 0 (5.191)
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Sur le volume de contrôle centré sur le point “i”, l’équation de 
bilan précédente se décompose en : 
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Schéma décentré d’ordre un au point courant

Pour un schéma d’ordre un, la valeur à l’interface est directement celle
calculée au centre de la cellule :

u−
i− 1

2

= ui−1

u+
i− 1

2

= ui

u−
i+ 1

2

= ui

u+
i+ 1

2

= ui+1

On peut donc écrire le schéma au point courant suivant :

∆x
dui
dt

= −a

2
{ui+1 [1− sgn (a)] + 2ui sgn (a)− ui−1 [sgn (a) + 1]}

25/39



Introduction aux méthodes de volumes finis

Application de l’approche VF-MUSCL à l’équation d’advection

Ecriture des schémas semi-discrets d’ordre un et deux au point courant

Selon le signe de ’a’, on peut donc avoir :

dui
dt

= − a

∆x
(ui − ui−1) ∀a > 0

dui
dt

= − a

∆x
(ui+1 − ui ) ∀a < 0

⇒ en 1D avec un maillage régulier, on retrouve donc exactement le
schéma Différences Finies ”FOU” !

26/39



Introduction aux méthodes de volumes finis

Application de l’approche VF-MUSCL à l’équation d’advection

Ecriture des schémas semi-discrets d’ordre un et deux au point courant

Schéma décentré d’ordre deux au point courant

Pour un schéma d’ordre deux, la valeur à l’interface est interpolée
linéairement à partir de celle prise au centre de la cellule.
A titre d’exemple, on peut écrire :

u+
i− 1

2

= ui + d · (∇u)i

avec :

• Dans ce cas, le vecteur reliant le centre de la cellule à sa face de

gauche s’écrit : d = ∆x
2 (−ex)

• Le gradient est monodimentionel : (∇u)i =
(
∂u
∂x

)
i
ex
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Introduction aux méthodes de volumes finis

Application de l’approche VF-MUSCL à l’équation d’advection

Ecriture des schémas semi-discrets d’ordre un et deux au point courant

Par conséquent, la valeur a l’interface gauche de la cellule i s’écrit :

29

Ecriture d’un schéma d’ordre deux 
au point courant

Pour un schéma d’ordre deux, la valeur à l’interface est interpolée 
linéairement à partir de celle prise au centre de la cellule :

Chapitre 5. Diagonalisation des équations d’Euler et théorie des caractéristiques

5.14 Illustration sur l’équation de convection

∫

Ω

∂u

∂t
dV = −

(
f i+ 1

2
+ f i− 1

2

)
· ex (5.224)

∫

Ω

∂u

∂t
dV =

[
fi+ 1

2

(
ni+ 1

2
· ex

)
+ fi− 1

2

(
ni− 1

2
· ex

)]
(5.225)

∫

Ω

∂u

∂t
dV = fi− 1

2
− fi+ 1

2
(5.226)

fi− 1
2

=
f−

i− 1
2

+ f+
i− 1

2

2
+ sgn (a)

f−
i− 1

2
− f+

i− 1
2

2
(5.227)

fi+ 1
2

=
f−

i+ 1
2

+ f+
i+ 1

2

2
+ sgn (a)

f−
i+ 1

2
− f+

i+ 1
2

2
(5.228)

f+
i+ 1

2
= au+

i+ 1
2

(5.229)

∆x
dui

dt
= −a

2
{ui+1 [1− sgn (a)] + 2uisgn (a)− ui−1 [sgn (a) + 1]}

On vérifie que la somme des coefficients est toujours égale à 0, quelque soit le signe de a. On peut écrire
formellement les schéma décentrés amont (a < 0) et aval (a > 0) :

dui

dt
= − a

∆x
(ui − ui−1) ∀a > 0 (5.230)

dui

dt
= − a

∆x
(ui+1 − ui) ∀a < 0 (5.231)

u−
i− 1

2
= ui−1 (5.232)

u+
i− 1

2
= ui (5.233)

u−
i+ 1

2
= ui (5.234)

u+
i+ 1

2
= ui+1 (5.235)

u+
i− 1

2
= ui −

(
∆x

2

)
ex ·

(
∂u

∂x

)

i

ex (5.236)

u+
i− 1

2
= ui −

(
∆x

2

)
ex ·

(
∂u

∂x

)

i

ex = ui +
ui−1 − ui+1

4
(5.237)

De la même façon on interpole les valeurs des trois autres cellules, tel que :

u−
i− 1

2
= ui−1 +

ui − ui−2

4
(5.238)

u+
i− 1

2
= ui −

ui+1 − ui−1

4
(5.239)

u−
i+ 1

2
= ui +

ui+1 − ui−1

4
(5.240)

u+
i+ 1

2
= ui+1 −

ui+2 − ui

4
(5.241)

(∇u)i =
(

∂u

∂x

)

i

· "ex (5.242)

On considère des faces de longueur unitaire :

f−n
i+ 1

2
= f−

i+ 1
2
· ni+ 1

2
(5.243)
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Gradient de maille

Vecteur distance 
entre le point au centre de la maille et la face
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Description succincte de la méthode

3.2. Méthode d’analyse spectrale des schémas numériques en 1D

3.2 Méthode d’analyse spectrale des schémas numériques en 1D

On propose de mener dans cette section une analyse de Fourier complète de l’équation modèle d’advection-
diffusion monodimensionnelle sur un domaine périodique. Cette méthode d’analyse sera tout d’abord appliquée
à l’équation modèle continue aux dérivées partielles, puis présentée de façon générique sur le système discrétisé
en espace (parfois appelé semi-discret), et enfin sur le système discret en espace et en temps (que l’on peut
également appeler simplement système discret). On insistera sur le fait que l’objet de cette section se limite à
présenter une méthodologie pour l’étude des schémas numériques, l’étude proprement dite étant effectuée dans
la section 3.3 pour les schémas de discrétisation spatiale, et dans les sections 3.4, 3.5 et 3.6 pour l’intégration
temporelle. C’est la raison pour laquelle les opérateurs de discrétisation spatiale et d’intégration temporelle ne
seront pas explicités ici. On remarquera enfin que les principales notations utilisées ainsi que les résultats de la
démarche présentée dans cette section, essentiels à la compréhension de la suite de ce chapitre, sont synthétisés
dans la sous-section 3.2.6.

3.2.1 Description du problème et de sa méthode de résolution

3.2.1.1 Présentation de l’équation modèle

Cette équation aux dérivées partielles représente l’évolution d’une quantité u transportée à une vitesse a et
diffusée avec une viscosité κ :

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
− κ

∂2u

∂x2
= 0 (3.8)

Bien que l’équation d’advection diffusion (3.8) soit un modèle extrêmement simplifié par rapport à celui de Navier
Stokes, il reste cependant représentatif de certains aspects essentiels des phénomènes physiques rencontrés en
mécanique des fluides. Ainsi, son étude permettra de mettre en évidence des propriétés numériques importantes,
que l’on pourra vérifier a posteriori dans la section 3.8 sur plusieurs cas tests. De façon à pouvoir effectuer
un parallèle clair avec les méthodes numériques décrites dans le deuxième chapitre de ce mémoire, on écrit la
formulation faible de (3.8) mise sous forme conservative :

∫

Ω

∂u

∂t
dΩ +

∫

∂Ω
(au− κ∇u) · ndS = 0, (3.9)

cette forme étant un préalable à l’application d’une méthode volumes finis. On cherche alors la solution de cette
équation d’évolution sur un domaine de taille L, avec conditions aux limites de périodicité u(0, t) = u(L, t) et
une condition initiale u(x, 0). L’association de l’équation modèle (3.9) et de ces conditions limites et initiale sera
appelée par la suite problème modèle.

3.2.1.2 Discrétisation spatiale du problème modèle

Le problème modèle continu étant posé, on s’intéresse maintenant au problème discret en espace, obtenu
en découpant le domaine L en m segments égaux. En posant U = (u1, u2, ..., um) le système d’équations

u
m

u
m-1

u
2

u
3

uu
m+11

=

Fig. 3.3: Discrétisation du problème

différentielles ordinaires issu de la discrétisation spatiale de l’équation d’advection-diffusion, peut s’écrire de
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- Domaine périodique de longueur L
- Discrétisation en m segments

Position du problème :

3.2. Méthode d’analyse spectrale des schémas numériques en 1D

3.2 Méthode d’analyse spectrale des schémas numériques en 1D

On propose de mener dans cette section une analyse de Fourier complète de l’équation modèle d’advection-
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diffusée avec une viscosité κ :
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Bien que l’équation d’advection diffusion (3.8) soit un modèle extrêmement simplifié par rapport à celui de
Navier-Stokes, il reste cependant représentatif de certains aspects essentiels des phénomènes physiques ren-
contrés en mécanique des fluides. Ainsi, son étude permettra de mettre en évidence des propriétés numériques
importantes, que l’on pourra vérifier a posteriori dans la section 3.8 sur plusieurs cas tests. De façon à pouvoir
effectuer un parallèle clair avec les méthodes numériques décrites dans le deuxième chapitre de ce mémoire, on
écrit la formulation faible de (3.8) mise sous forme conservative :

∫
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∂u

∂t
dΩ +

∫

∂Ω
(au− κ∇u) · ndS = 0, (3.9)

cette forme étant un préalable à l’application d’une méthode volumes finis. On cherche alors la solution de cette
équation d’évolution sur un domaine de taille L, avec conditions aux limites de périodicité u(0, t) = u(L, t) et
une condition initiale u(x, 0). L’association de l’équation modèle (3.9) et de ces conditions limites et initiale sera
appelée par la suite problème modèle.

3.2.1.2 Discrétisation spatiale du problème modèle

Le problème modèle continu étant posé, on s’intéresse maintenant au problème discret en espace, obtenu
en découpant le domaine L en m segments égaux. En posant U = (u1, u2, ..., um) le système d’équations

u
m

u
m-1

u
2

u
3

uu
m+11

=

Fig. 3.3: Discrétisation du problème

différentielles ordinaires issu de la discrétisation spatiale de l’équation d’advection-diffusion, peut s’écrire de
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5.14. Illustration sur l’équation de convection

On considère des faces de longueur unitaire :

f−n
i+ 1

2
= f−

i+ 1
2

· ni+ 1
2

(5.243)

Schéma d’ordre deux :

fi− 1
2
− = au−

i− 1
2

= a

(
ui−1 +

ui − ui−2

4

)
(5.244)

fi− 1
2
+ = au+

i− 1
2

= a

(
ui +

ui+1 − ui−1

4

)
(5.245)

fi+ 1
2
− = au−

i+ 1
2

= a

(
ui +

ui+1 − ui−1

4

)
(5.246)

fi+ 1
2
+ = au+

i+ 1
2

= a

(
ui+1 +

ui+2 − ui

4

)
(5.247)

dui

dt
= − a

4∆x
(ui+1 + 3ui − 5ui−1 + ui−2) ∀a > 0 (5.248)

dui

dt
= − a

4∆x
(ui+2 + 3ui+1 − 5ui + ui−1) ∀a < 0 (5.249)

U̇ = F (U) = JU (5.250)

- 33 -

avec :

Toutes les propriété du schéma peuvent être déterminées à partir du 
calcul des valeurs propres de la matrice jacobienne J

Note : dans la suite, on se placera dans le cadre d’une discrétisation
centrée d’ordre deux pour l’évaluation du gradient.
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On trouve donc pour cette interface :

u+
i− 1

2

= ui −
(
∆x

2

)
ex ·

(
∂u

∂x

)
i

ex = ui +
ui−1 − ui+1

4

et de la même manière pour les autres interfaces :

u−
i− 1

2

= ui−1 +
ui − ui−2

4

u+
i− 1

2

= ui −
ui+1 − ui−1

4

u−
i+ 1

2

= ui +
ui+1 − ui−1

4

u+
i+ 1

2

= ui+1 −
ui+2 − ui

4
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Ecriture des schémas semi-discrets d’ordre un et deux au point courant

Le calcul et décentrement des flux s’effectue exactement de la même
manière que pour le schéma d’ordre un.

On trouve pour l’expression des flux à droite et à gauche pour
chaque interface :

fi− 1
2
− = au−

i− 1
2

= a

(
ui−1 +

ui − ui−2
4

)
fi− 1

2
+ = au+

i− 1
2

= a

(
ui +

ui+1 − ui−1
4

)
fi+ 1

2
− = au−

i+ 1
2

= a

(
ui +

ui+1 − ui−1
4

)
fi+ 1

2
+ = au+

i+ 1
2

= a

(
ui+1 +

ui+2 − ui
4

)
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Après quelques calculs, on peut écrire le schéma d’ordre deux
au point courant :

dui
dt

= − a

4∆x
(ui+1 + 3ui − 5ui−1 + ui−2) ∀a > 0

dui
dt

= − a

4∆x
(ui+2 + 3ui+1 − 5ui + ui−1) ∀a < 0

Cette fois, on retombe exactement sur le schémas UPO2VF !

• La formulation 3D de ce schéma permet d’être utilisée sur des
maillages polyèdriques

• L’écriture 1D sur maillage uniforme permet de se rapporter à une
expression de type différences finies et d’utiliser les outils d’analyse
présentés précédemment dans le cours (analyse spectrale, équation
équivalente...).
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Réinterprétation des limiteurs dans un cadre VF MUSCL

Réinterprétation des limiteurs dans un cadre VF
Cas ri = 1, Ψ = 1

⇒ solution non limitée.
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Réinterprétation des limiteurs dans un cadre VF MUSCL

Réinterprétation des limiteurs dans un cadre VF
Cas ri ≤ 0, Ψ = 0

⇒ termes d’ordre supérieur à un annulés, solution d’ordre un.
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Réinterprétation des limiteurs dans un cadre VF MUSCL

Réinterprétation des limiteurs dans un cadre VF
Cas ri ≥ 1

⇒ Solution limitée
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Introduction aux méthodes de volumes finis

Application de l’approche VF-MUSCL à l’équation d’advection
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Réinterprétation des limiteurs dans un cadre VF

Soit le rapport de pentes au point i :

ri =
ui+1 − ui
ui − ui−1

Comportements extrêmes du limiteur en fonction de ri
• Si les gradients sont égaux en i + 1 et i , soit ri = 1, alors aucun

comportement non-monotone n’est à craindre et l’application de
limiteurs sur le gradient est inutile :

Ψ(1) = 1

• Si le point i est un extremum, alors ri < 0 et il est nécessaire de se
ramener à l’ordre un pour rester monotone, ce qui revient à annuler
le gradient :

Ψ(ri ) = 0 si ri < 0
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Réinterprétation des limiteurs dans un cadre VF

Autres conditions à vérifier pour les limiteurs

Afin de mettre en évidence simplement ces nouvelles propriétés, on se fixe
un problème et une discrétisation du gradient :

• on considère une solution telle que ui−1 ≤ ui ≤ ui+1

• le gradient est évalué de manière décentrée amont ⇒ plus simple et
ne change pas la généralité des résultats.

Ecriture des états interpolés aux faces

u−
i+ 1

2

= ui +
ui − ui−1
∆x

∆x

2
Ψ = ui +

ui − ui−1
2

Ψ

u+
i− 1

2

= ui −
ui − ui−1
∆x

∆x

2
Ψ = ui −

ui − ui−1
2

Ψ
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Réinterprétation des limiteurs dans un cadre VF

Condition sur la valeur maximale de l’état interpolé

Comme le gradient évalué en i est positif, le limiteur Ψ doit assurer que
u−
i+ 1

2

≤ ui+1, ce qui implique successivement :

ui +
ui − ui−1

2
Ψ ≤ ui+1

(ui − ui−1)Ψ ≤ 2 (ui+1 − ui ) (3)

Ψ ≤ 2

(
ui+1 − ui
ui − ui−1

)
Ce qui mène finalement à la condition :

Ψ ≤ 2ri
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Réinterprétation des limiteurs dans un cadre VF

Condition sur la valeur minimale de l’état interpolé

Comme le gradient évalué en i est positif, le limiteur Ψ doit assurer que
u−
i+ 1

2

≥ ui−1, ce qui implique successivement :

ui −
ui − ui−1

2
≥ ui−1

(ui−1 − ui )Ψ ≥ 2 (ui−1 − ui )

Ce qui mène finalement, en notant bien que (ui−1 − ui ) ≤ 0, à la
condition :

Ψ ≤ 2
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