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TD 2 : Différences Finies

Schéma Second Order Centered Implicit Euler (SOC-IE)

Schéma implicite SOC-IE au point courant :

dui
dt

= − a

2∆x
(ui+1 − ui−1) ∀a > 0

• Matrice jacobienne J du système

• Valeurs propres du système semi-discret en espace (valeurs propres
de J)

• Expression de la vitesse complexe puis l’équation de dispersion

• Donner l’ordre de la méthode et la valeur du premier terme d’erreur
non nul. De quel type d’erreur s’agit-il ?

• Ce schéma sera-il stable avec une intégration temporelle d’Euler
explicite ? Et avec une intégration temporelle d’Euler implicite ?

• Ecrire le système à résoudre si l’on souhaite intégrer ce système avec
une méthode d’Euler implicite.
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TD 2 : Différences Finies

Etude du schéma centré d’ordre 2 SOC

Rappel du schéma semi-discret SOC

dui
dt

= − a

2∆x
(ui+1 − ui−1) ∀a > 0

Matrice jacobienne J

J = − a

2∆x

(
Pm − P−1

m

)
Valeurs propres

λα = − a

2∆x

[
e(j 2πm )α

− e−(j 2πm )α]
Soit, en séparant les parties réelle et imaginaire :

λα = − a

∆x
j sinϕα
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TD 2 : Différences Finies

Expression de la vitesse complexe vα :

On rappelle que :

vα = j
λα
kα

= −=(λα)

kα
+ j
<(λα)

kα

Soit :

vα = −=(λα)

kα
=

a

kα∆x
sinϕα =

a

ϕα
sinϕα

Equation de dispersion

L’équation de dispersion et son lien avec la dissipation να et la dispersion
ξα s’écrivent :

vα
a

= −=(λα)

kαa
+ j
<(λα)

kαa
= ξα − jνα

On remarque que la dissipation de ce schéma est identiquement
nulle quelle que soit la longueur d’onde considérée.
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TD 2 : Différences Finies

D.L. de l’équation de dispersion pour k → 0

On rappelle que le développement limité de l’équation de dispersion
autour des grandes longueurs d’onde (i.e k → 0) s’écrit :

vα
a

= 1 + E0 − jE1ϕα + E2ϕ
2
α + jE3ϕ

3
α + . . .

Equation équivalente

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= a∆xE1

∂2u

∂x2
+ a∆x2E2

∂3u

∂x3
+ a∆x3E3

∂4u

∂x4
+O

(
∆x4

)
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Equation de dispersion :

vα
a

=
1

ϕα
[sin(ϕα)]

Identification des coefficients d’erreur

Développement de l’équation de dispersion (cf. TD) :

vα
a

=
1

ϕα

[
ϕα −

1

3!
ϕ3
α +

1

5!
ϕ5
α +O

(
ϕ7
α

)]
vα
a

= 1− 1

3!
ϕ2
α +

1

5!
ϕ4
α +O

(
ϕ6
α

)
Coefficients d’erreur :

E1 = 0;E2 = − 1

3!
;E3 = 0;E4 =

1

5!

Le schéma obtenu est bien consistant et d’ordre deux.
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TD 2 : Différences Finies

Stabilité du schéma
Les valeurs propres du schéma semi-discret en espace sont toutes situées
sur l’axe des imaginaires.

• Le domaine de stabilité du schéma d’Euler explicite étant un
disque dans le demi-plan gauche du plan complexe tangeant à l’axe
des imaginaires, il ne pourra jamais contenir le lieu des valeurs
propres du schéma semi-discret : l’intégration du schéma SOC par la
méthode d’Euler explicite conduira à un schéma discret
inconditionellement instable.

• Le domaine de stabilité du schéma d’Euler implicite étant
l’ensemble du plan complexe privé d’un disque dans le demi-plan
droit du plan complexe tangeant à l’axe des imaginaires, il
contiendra toujours le lieu des valeurs propres du schéma
semi-discret : l’intégration su schéma SOC par la méthode d’Euler
implicite conduira à un schéma discret inconditionellement stable.
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Etude du schéma FOU

Etude de la précision du schéma FOU

Equation de dispersion :

vα
a

= − 1

ϕα
[− sin(ϕα) + j (1− cos(ϕα))]

Identification des coefficients d’erreur

Développement de l’équation de dispersion (cf. TD) :

vα
a

= 1− j
1

2
ϕα −

1

6
ϕ2
α + j

1

24
ϕ3
α +O

(
ϕ4
α

)
Coefficients d’erreur :

E1 = +
1

2
;E2 = −1

6
;E3 = − 1

24

Le schéma obtenu est bien consistant et d’ordre un (E1 non nul).
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Etude du schéma FOU

Etude de la précision du schéma décentré d’ordre deux

Equation de dispersion :

vα
a

= − 1

2ϕα

[
− sin(ϕα) (3− cos(ϕα)) + j (1− cos(ϕα))2

]
Identification des coefficients d’erreur
Développement de l’équation de dispersion :

vα
a

= 1 +
1

12
ϕ2
α − j

1

8
ϕ3
α +O

(
ϕ4
α

)
Coefficients d’erreur :

E1 = 0;E2 =
1

12
;E3 = −1

8

Le schéma obtenu est bien consistant et d’ordre deux (E1 nul, E2 non
nul).
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Etude du schéma FOU

Lieux de λα∆x/a pour les schémas FOU et UPO2VF

39

Lieu des valeurs propres des schémas discrets en 
espace d’ordre 1 et 2

Chapitre 3. Intégration temporelle implicite

3.3.3 Analyse des propriétés spectrales du schéma d’espace

3.3.3.1 Analyse de la stabilité

La stabilité spatiale est obtenue si et seulement si toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne ont leur
partie réelle dans la partie gauche du plan complexe. Les valeurs propres de l’équation aux dérivées partielles de
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Fig. 3.5: Lieu des valeurs propres λα∆x/a (ordre 2) et λ̂α∆x/a (ordre 1) du système discret en espace

départ sont toutes situées sur l’axe imaginaire (non-représenté sur la figure), ce qui correspond à un transport
pur, sans aucune dissipation. On remarque en revanche que toutes les valeurs propres de la matrice jacobienne de
l’équation semi-discrète ont une partie réelle non-nulle, et négative. Ceci indique que le décentrement du schéma
agit comme une dissipation artificielle, appelée dissipation numérique, ce qui assure la stabilité du schéma spatial
(sauf, peut-être, pour les tout premiers nombres d’onde, qui correspondent aux plus grandes longueurs d’onde
et qui ont des valeurs propres dont la partie réelle se trouve très près de la limite de stabilité). On notera que
si le schéma était totalement centré, toutes les valeurs propres se trouveraient sur l’axe des imaginaires, ce qui
serait moins dissipatif, mais très instable (sans compter d’éventuels effets dispersifs). L’intégration en temps
devra posséder un domaine de stabilité contenant l’ensemble des valeurs propres du système semi-discret pour
que l’ensemble de la méthode numérique soit stable.

3.3.3.2 Consistance et ordre du schéma

La première étape pour obtenir l’équation de dispersion du schéma d’ordre deux (3.75) consiste à réinjecter
l’expression de ses valeurs propres λα (3.78) dans la forme générique de l’équation de dispersion (3.41). On
obtient alors directement :

vα

a
= − 1

2pα

[
− sin(pα) (3− cos(pα)) + j (1− cos(pα))2

]
(3.83)

On développe alors le second membre à l’ordre 4 par rapport à pα :

vα

a
= 1 +

1
12

p2
α − j

1
8
p3

α +O
(
p4

α

)
(3.84)






E1 = 0

E2 =
1
12

E3 = −1
8

(3.85)

Le premier terme d’erreur non nul étant E2, on vérifie que le schéma est bien d’ordre deux.
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Notion d’ordre de la méthode et interprétation 
des coefficients d’erreur
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(
J − Ĵ

)
δU1

ĴδU1 =
1

θ∆t
[δU1 − F (Un)] (1)

JδU1 = lim
τ→0

F (Un + τδU1)− F (Un)
τ

(2)

En première approximation, on peut prendre τ = ∆t, ce qui mène à l’expression :

JδU1 "
F (Un + ∆tδU1)− F (Un)

∆t
=

F (U1)− F (Un)
∆t

(3)

En réinjectant ces expressions dans (??), on obtient alors finalement :





(
I − θ∆tĴ

)
δU1 = F (Un)

(
I − θ∆tĴ

)
δU = 1

2F (U1) + 3
2F (Un)− δU1

(4)

vα

a
= 1 + E0 − jE1pα + E2p

2
α + jE3p

3
α + . . . (5)

vα

a
= −#(λα)

akα
+ j
$(λα)
akα

(6)

−#(λα)
akα

+ j
$(λα)
akα

= 1 + E0 − jE1pα + E2p
2
α + jE3p

3
α +O

(
p4

α

)
(7)

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= a∆xE1

∂2u

∂x2
+ a∆x2E2

∂3u

∂x3
+ a∆x3E3

∂4u

∂x4
+O

(
∆x4

)
(8)

1

Équation équivalente :
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(
J − Ĵ

)
δU1

ĴδU1 =
1

θ∆t
[δU1 − F (Un)] (1)

JδU1 = lim
τ→0

F (Un + τδU1)− F (Un)
τ

(2)

En première approximation, on peut prendre τ = ∆t, ce qui mène à l’expression :

JδU1 "
F (Un + ∆tδU1)− F (Un)

∆t
=

F (U1)− F (Un)
∆t

(3)

En réinjectant ces expressions dans (??), on obtient alors finalement :





(
I − θ∆tĴ

)
δU1 = F (Un)

(
I − θ∆tĴ

)
δU = 1

2F (U1) + 3
2F (Un)− δU1

(4)

vα

a
= 1 + E0 − jE1pα + E2p

2
α + jE3p

3
α + . . . (5)

vα

a
= −#(λα)

akα
+ j
$(λα)
akα

(6)

−#(λα)
akα

+ j
$(λα)
akα

= 1 + E0 − jE1pα + E2p
2
α + jE3p

3
α +O

(
p4

α

)
(7)

∂u

∂t
+ a

∂u

∂x
= a∆xE1

∂2u

∂x2
+ a∆x2E2

∂3u

∂x3
+ a∆x3E3

∂4u

∂x4
+O

(
∆x4

)
(8)

1

Consistance
(E0 doit être nul)

Erreur d’ordre 1
(dissipative)

Erreur d’ordre 2
(dispersive)

Erreur d’ordre 3
(dissipative)

Equation de dispersion :
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Etude du schéma FOU

Dispersion des schémas décentrés d’ordre un et deux en
fonction du nombre d’ondes
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Etude du schéma FOU

Dissipation des schémas décentrés d’ordre un et deux en
fonction du nombre d’ondes
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Etude du schéma FOU

Confrontation des valeurs propres du schéma d’Euler
explicite avec celles de la discrétisation spatiale (UPO2VF)
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Etude du schéma FOU

Etude du schéma de Runge-Kutta

Confrontation des valeurs propres du schéma RK2 avec
celles de la discrétisation spatiale (UP O2)
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Etude du schéma FOU

Etude du schéma d’Euler implicite

Confrontation des valeurs propres du schéma d’Euler
implicite avec celles de la discrétisation spatiale (UPO2VF)

-2

-1.5

-1

-0.5

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

-4 -3 -2 -1  0  1  2  3  4

∆t
.Im

(λ
) 

∆t.Re(λ)

Lim. Stab. Euler Implicite

CFL = 0.5

CFL = 1

CFL = 1.5

15/16
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Intégration temporelle implicite du schéma SOC

Schéma Second Order Centered Implicit Euler (SOC-IE)

Schéma implicite SOC-IE au point courant :

un+1
i = uni −

C

2

(
un+1
i+1 − un+1

i−1

)
Ce qui peut se réécrire :

un+1
i +

C

2
un+1
i+1 −

C

2
un+1
i−1 = uni

Soit, sous forme d’un système pour l’ensemble des points du maillage :
u1
u2
u3
...
um


n+1


1 C/2 · · · 0 −C/2
−C/2 1 C/2 · · · 0

0 −C/2 1 C/2
...

... 0
. . .

. . . 0
C/2 · · · 0 −C/2 1

 =


u1
u2
u3
...
um


n
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